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6. NUMEROS
RACIONALES

El contenido de este cuaderno es una in-
troduccion clara y sencilla al estudio de
los niimeros racionales, los que define de
varias formas, Ademas estudia algunas
de sus propiedades, establece la relacion
entre los nimeros racionales y los nime-
ros enteros y define también las opera-
ciones fundamentales, con nameros ra-
cionales,

Particularmente estudia las propiedades
de dichas operaciones y las compara con
las propiedades de las operaciones fun-
damentales con niimeros enteros,

Este cuaderno es uno de la serie de ocho,
escrita para maestros de ensefianza ele-
mental y media, y alumnos de este alti-
mo ciclo. Cada cuaderno comprende la
exposicion de un tema bésico de mate-
maticas. Estos temas se hallan enfre los
que el maestro necesita dominar para
tener una comprensién mas cabal de la
matematica que usualmente se ensefia
en esos grados. Cada cuaderno es la
introduccidon a un tema, no un tratado
exhaustivo.

Los temas escogidos son especialmente
importantes para aquellos maestros
que consideran que las experiencias de
aprendizaje transmitidas a los nifios del
ciclo elemental deberian empezar por el
desarrollo de algunos conceptos unifica-
dores basicos en matematicas, vy para
los alumnos de nivel medio y superior
que deseen comprender mas a fondo los
conceptos basicos de la matematica tra-
tados en cada uno de estos cuadernos.
Es el deseo de los autores y del NCTM
{National Council of Teachers of Mathe-
matics) que esta serie de cuadernos
pueda auxiliar tanto a los maestros en
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Prefacio

Este cuaderno es uno de la serie de ocho, escrita para maestros de ense-
fianza elemental mas bien que para los alumnes, Cada cuaderno comprende
la exposicién de un tema bhasico de matematicas. Estos temas se hallan entre
los que €l maestro de ensefianza elemental necesita dominar para tener una
comprension mas cabal de la matemdtica que suele ensefiarse en la escuela
de ese grado. Cada cuaderno es la introduccién a un tema, no un tratado
exhaustivo. El lector interesado debe estudiar el tema con mayor profun-
didad en otras cbras.

Los temas escogidos son especialmente convenientes, para aquellos maes-
tros que creen que las experiencias de aprendizaje, transmitidas a los nifios
en los primeros afios de la escuela, deberian empezar por el desarrollo de
algunos conceptos unificadores basicos en matematicas. Muchos profesores
han observado que su educacion profesional no los prepara para ensenar
aritmética de modo congruente con este punto de vista. Es el deseo de los
autores y del NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) que
esta serie de cuadernos pueda ser una ayuda para estos profesores, asi como
para otros que también estdn interesados en mejorar su instruccién.

Los titulos de los cuadernos de esta serie son los siguientes:

Cuaderno 1. Conjuntos

Cuaderno 2. Numeros enteros

Cuaderno 3. Sistemas de numeracién para los nimeros enteros
Cuaderno 4. Algoritmos de las operaciones con niimeros enteros
Cuaderno 5. Numeros y sus factores

Cuaderno 6. Numeros racionales

Cuaderno 7. Sistemas de numeracion para los nitmeros ractonales
Cuaderno 8. Proposiciones numéricas

Aconsejamos que, si es posible, los cuadernos sean leidos en el orden
numérico correspondiente, con excepcion del octavo (Proposiciones numé-
ricas) que puede apartarse del orden citado.
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Escribieron los cuadernos los miembros de un grupo de verano (Summer
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La primera seccion del Papiro de Rhind, tratado egipcio de matematicas
que data, aproximadamente, del afio 1700 a. C., contiene una tabla de
cocientes que se obtienen cuando se divide 2 entre un nimero impar mayor

que 1, y menor que i03. Este tipo de cocientes se expresan actualmente
2 22

) 5 7 g o Pero los egipcios eviden-

' d » [ L4 L4 . 1 1 1
temente sélo tenian simbolos para fracciones unitarias tales como =, -, —

2° % 4

5 e - 2 s
(la unica excepcion fue 3) A pesar de eso, estaban bastante familia-
rizados con el concepto de un numeral que simboliza una parte de un entero
y podian emplear su complicado simbolismo para resolver algunos proble-
mas relativamente complejos. Imaginese la necesidad de tener que repre-

: ‘ : 2
por medio de’ fracciones como 3

4
sentar - por

60
iH f;;' ;l‘l‘
9 9;;
| 99 2 % S

2

0 por

En cada caso, esto cquivale a la suma de fracciones fl§+é+3-—todo esto

antes de empezar los cdlculos que implican cuarenta y siete partes de un
total de sesenta.



10 NUMEROS RACIONALES

En los 3600 afos siguientes, el hombre desarrollé medios distintos y
mis cficientes para expresar nameros que simbolicen partes de un entero,
capacitdndose, ademds, para adaptar estos ntimeros a sistemas amplios y
mas versatiles, y para verlos como casos especiales de ndmeros que se

conducen de acuerdo con unas cuantas leyes poderosas.
11 ,47

$2°60
se llaman numeros racionales. Es nuestro propésito desarrollar en este
cuaderno una idea de lo que son estos nimeros y determinar formas alter-
nativas de representarios, y ver lo que podemos hacer con ellos. Aunque
hay nimeros racionales negativos, asf como hay enteros negativos, aqui
consideraremos Gnicamente los positivos.

aggfones gongruen tes

Una via de acceso a la nocién de numero racional la encontraremos
estimando las regiones congruentes en el plano. Estas regiones son tales
que, al trazar el contorno de una cualquiera de ecllas, se puede adaptar
perfectamente al contorno de la otra. Las regiones pueden ser, por ejem-
plo, subregiones de una regién dada, como las ilustradas en ia figura I.

Los nimeros gue se simbolizan por fracciones tales como

|
|
1 |
: !' 1 : l.
I )
I I ) : i
I I 1 | t
\ ! ! ! (
i I I | ) !
1 [ l 1 i
1 1 | i !

— — N e T ol
= T e - T e e —— -
T Al e — P R — ——

e e e e o e g s

d)
Ficura 1

También pueden ser regiones discretas (separadas) como las circulares
o las cuadradas que aparecen en la figura 2.
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REGIONES CONGRUENTES 11

Froura 2

Contemos ahora las regiones congruentes en cada uno de los seis ejem-

plos de conjuntos de regiones congruentes que se muestran en las figuras
1 y 2. El nimero de regiones congruentes, de cada conjunto, se da en la
anotacidn respectiva del cuadro I.

r

e, S SN N ey — ek S
_
.
_— e S S SR e

=
S

Cuabro I
Figura 1 a) 1 b) I ¢) 1d) | 2a) | 25b) I
; Numero total de
regiones congruentes 22 3 9 3 10 8

Después escojamos algunas de estas regiones congruentes en cada con-
junte, indicando mediante un rayado, las regiones escogidas, como se
chserva en la figura 3.

%
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En el cuadro I registramos el nimero de regiones congruentes en las
lustraciones sucesivas. Ahora registremos también el namero correspon-
diente a las regiones escogidas {rayadas), como se indica en el cuadro II.

Si asociamos el niimero de regiones escogidas con el correspondiente
nimero total de regiones congruentes, escribiendo el resultado en esta
forma:

(7, 22), (2,8), (L, 9), (0,5}, (510}, (8 8),

Cuapro 11
Figura 3 a b s t 4 | e ;
Nuamero de regiones
congruentes rayadas|  ’ 2 1 0 5 8
Numero total de re-
giones congruentes e 3 9 5 10 8

o en esta forma:

7 s 0 5 8

W P ¥ 5 W W
daremos entonces el primer paso hacia la comprensién de lo que es un ni-
mero racional.

Observe que en la primera forma (forma de par ordenado) el niimero
de regiones escogidas se escribe en primer lugar, y el namero total de
regiones se escribe en segundo lugar. En la segunda forma (forma frac-
cionaria), el nimero de regiones escogidas se escribe arriba de la raya,
y €l niimero total se escribe abajo de la raya. Ambas formas son (tiles para
el mismo propédsito: indicar cudl es el nimero de regiones escogidas y cuél
es e] total de regiones.

Note también que en uno de los ejemplos anteriores que es (0,5) 6

5> 1O hemos escogido ninguna de las cinco regiones congruentes. Fisica-

mente, esta clase de situaciones tiene un profundo significado. Por otra
parte, O nunca aparece como segunda anotacién; nunca consideramos un
conjunto dado de regiones congruentes que conste de ninguna region con-
gruente, ya que entonces ¢l Gnico naimero posible de regiones congruentes
que podriamos escoger seria 0, situacién dificil e interesante.

Para repasar todo lo que hemos visto, podemos escribir en forma de
par ordenado y también en forma fraccionaria el resultado que se obtenga
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al escoger las regiones no rayadas en lugar de las regiones rayadas en la
figura 3, y también pueden construirse otros conjuntos de regiones con-
gruentes de diferentes formas,

,Figuras unitarias

Puede notarse, observando los pares de nimeros obtenidos en el cua-
dro II:

(7,22), (2,3), (L,9), (05, G 10), (8 8),

que el primer nimero del par nunca es mas grande que el segundo. ¢Cdémo
podriamos escoger mas regiones que todas las regiones congruentes del
conjunto?

Ampliemos un poco nuestras nociones para contestar esta pregunta,
considerando varias reproducciones -—o un namero indefinido de repro-
ducciones—— de cualquiera de nuestros conjuntos de regiones congruentes,
como se indica en la figura 4. Cada reproduccién es una copia exacta
de cualquier otra reproduccién. Cuando consideramos tal conjunto de
reproducciones, lamamos a cada produccién, una figura unitara.

IFtcura 4

No nos interesan ya las figuras unitarias que tengamos; en general
hemos de considerar que tenemos un numero indefinido de figuras uni-
tarias. Mas bien, nos interesan, como antes, en primer lugar el nimero
de regiones congruentes en que se dividic la figura unitarie, y en segundo
lugar, ¢! nidmero total de regiones congruentes que se escogieron de todas
las figuras unitarias.

Entonces, en la figura 4 hay 9 regiones congruentes cn cada figura

unitaria, y se han escogido 11 regiones congruentes en total (rayadas);

para simbolizar esto escribimos (11,9) u g2

g
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Podemos interpretar la figura 4, por ejemplo, en términos de un equipo
de beishol (que consta de 9 jugadores efectivos, m4s un lanzador extra y
un jugador de reserva) identificando las regiones congruentes con los ju-
gadores e identificando a la figura unitaria con el conjunto de jugadores
del equipo, que estAn tomando parte activa en el juego de determinado
momento,

Regreseggo“dn ff‘neal

Para uniformidad, usaremos en lo sucesivo sélo cuadrados congruentes
como figuras unitarias y los dividiremos mediante segmentos de recta ver-
ticales, representados por rayas, para indicar las regiones congruentes en
que se ha dividido el cuadrado. Por tanto, en la figura 5, se han dividido
las sucesivas figuras unitarias congruentes a partir de la segunda, en dos,
tres y cuatro regiones, también por una, dos y tres lineas interrumpidas,
respectivamente.

]

I

r—h——-——

J

=

Ficura 5

Ademds, partiendo de una figura unitaria original, podemos agregar a
la derecha de ella varias figuras unitarias como vemos en la figura 6.
A.qui, a modo de ejemplo, cada figura unitaria se ha dividido en tres re-
giones congruentes.

L=




REPRESENTACION LINEAL 15

También acordaremos que las regiones congruentes que se escojan (ra-
yadas} se tomarin consecutivamente a partir de la extrema izquierda e
indicaremos en forma fraccionaria el nimero de regiones escogidas, anotando
la fraccién en la esquina inferior derecha de la Gltima regién escogida.

Sin embargo, no es necesario que se tenga la anotacién de regiones con-
gruentes de la izquierda para poder indicar las anotaciones posteriores. En
la figura 7 se han indicado las regiones congruentes escogidas de cuatro
figuras unitarias, cada una de éstas con tres regiones congruentes.

! l | I i |
! | | F 1 S
| | | |
| | | |
| | | l
| I | |
| . = 2. 7] I | . —
: ¥ 3 3 3 3 3 3T ¥ T ¥ F
Ficura 7

Si estamos familiarizados con el eje numeérico, podremos reconocer a
jun viejo amigo! Si no estamos familiarizados con dicho eje, o aunque lo
estemos, quiza queramos en este punto leer en el cuaderno 1, Conjuntos,
y del cuaderno 2, Nadmeros enteros, lo referente al eje numérico.

Consideremos ahora, como un detalle mas para adiestrarnos en el pro-
blema de escoger regiones congruentes, el caso en el que cada figura uni-

VP S W S W TS O A Y TR AR N

Ficura 8

taria se ha subdividido en diferentes niimeros de regiones congruentes. Por
ejemplo, en la figura 8, la figura unitaria se ha subdividido en dos regiones
congruentes mediante la linea de rayas mis largas, y en tres regiones con-
gruentes mediante las lineas de rayas mdés cortas. Esto se ilustra también
en la figura 9, con figuras unitarias rectangulares, cada cual con una, dos,
tres y cuatro regiones congruentes.
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=

! ] ; T
B 1]
) ,l { ‘ {
! l { 0
| e RN .
SN I U N N S S N ;
) ; | $ ¢] 4 3
ln ;I i = ' ! I
! ! : AR B
s |& .4! 3 o TN N N
' i ¢ i i i i 1 3
Ficura 9

Para simplificar nuestra discusién, atendamos la linea base comin a
todas las figuras unitarias y consideremos segmentos de recta congruentes
en lugar de regiones congruentes, como se muestra en la figura 10.

*—@ s o e % &y o —— o

t 3 k¥ 24 t s ® 31 T

g 3 i 3 %

3 i % 5 5 % 5

3 i 3 1 ) 1 1 :
Figura 10

Grupo de ejercicios 1

I. ¢Qué par ordenado de nimeros se debe asociar a la parte rayada en
cada una de las siguientes figuras unitarias?

|

N\

o ———— ——— T — ——— — — — —

. ————————————— i — — —
P ——— —— — —— ———— i — — —

A\

A\
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2. ¢Qué par ordenado de ntimeros se debe asociar a la regién no rayada
en cada una de las figuras unitarias del ejercicio 1?

3 1 » » n{. ] a p 0 d v
. a) ¢Qué significa la expresion - cuando se asocia a2 un punto en el
eje numérico?

b) ¢Qué significa ]Ja expresién = en términos de regiones congruentes?

9
¢) ¢Por qué es imposible hablar de % como una expresiédn relacionada

con los conjuntos de objetos discretos?

4. Empleando : : : , como figura unitaria, que contiene seis objetos
; ; L 1
discretos, represente mediante dibujos, —, =, = g 43

66 6 6 6

3. Escriba las fracciones correspondientes a todos los puntos indicados en
los ejes numéricos de la figura 11.

Ficura 11

Cuaderno de Matemidticas No. 6§ — 2
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Numergos racion

|

Suponga que un nifio tiene un conjunto de cubos, como los. de la
figura 12, Si se le pregunta cuantos cubos hay en el conjunto, posible-
mente conteste: ““Tres”. En este caso, ya empieza a familiarizarse con el
concepto abstracto de ndmero natural (nimero que empleamos para
contar) .,

& P

Ficura 12

De igual modo podria preguntirsele, cuando alcance un mayor des-
arrollo mental, qué nitmero racional esta representando en la figura 13. Sin
embargo, para evitar la posibilidad de que interprete mal el problema, debe
estar completamente claro qué objetos (que corresponden a las regiones
congruentes que hemos estado discutiendo) se estin considerando y cuintos

[~

F— —

Ficura 13

de estos objetos se toman para que constituyan una figura unitaria. En
este ejemplo, los objetos son cubos y la figura unitaria estd formada por
tres cubos. Conviniendo que la figura unitaria la forman tres cubos, el
nifto contestard: “Ocho tercios.”

Entonces, los nimeros racionales son ideas matematicas abstractas, igual
que los nlimeros naturales y pueden ponerse en correspondencia con puntos
del eje numérico, segiin se ilustra en la figura 10. Ademas, podemos sim-
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bolizar los nimeros racionales con fracciones, que son numerales (nombres
de los niimeros).

Si dividimos luego en el eje numérico cada figura unitaria —que, en
el caso, debe liamarse infervalo unitario— en igual nimero, digamos 10
de regiones o (subintervalos) congruentes, y tomamos cierto nimero de
éstas (23, por ejemplo), a partir de la extrema izquierda, encontramos que
al punto extremo de la derecha del {ltimo subintervalo le corresponde un

10

L4 . . ' 23
nimero racional, que representamos mediante una fraccién (»-- en nues-

tro ejemplo).

Hemos sefialado el nimero 23 como ejemplo y lo Hamamos numerador
de la fraccién porque expresa el nitmero de subintervalos tomados. El 10 se
llama denominador porque expresa el niimero de subintervalos congruentes
en los que se dividié el intervalo unitario,

Una regla de veinte pulgadas puede marcarse de modo que sirva para
medir en fracciones aproximadas que tengan como denominador 1, 2, 4,
8 y 16. No contamos estos conjuntos de marcas cada vez que empleamos
la regla porque estamos familiarizados con ellos. Por otra parte, €l nume.
rador, varia de medida a medida y ordinariamente se determina contando.
En el sistema métrico, desde luego, los denominadores pueden ser 1, 10
y 100.

Es muy importante insistir en que, aunque es perfectamente valido que
el numerador de una fraccién sea 0, el denominador nunca puede ser 0.

Para familiarizarse con todas estas nociones deben construirse varios
ejes numéricos, de manera que se tengan diferentes denominadores y, en
cada uno de ellos, localizar y asignar el simbolo adecuado a los puntos
que correspondan a miimeros racionales,

Diferenies fracciones para el mismo nu’rmerg ﬁg“gggl

En el eje numérico de la figura 9, asi como en la figura 10, el punto
que marca el extremo derecho de la primera figura unitaria —o segmento

—— : ; L ‘2 3 4
unitario— se representd con numerales diferentes: T3 Yy 3 Por tanto:
i E 8 4
123 &

con esto indicamos que todas estas fracciones representan el mismo niimero
racional. De igual manera:
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y .o .0 6
(I
2_4_6_8
1 2° 3 4
1 .z 3. 0
97 4 9T g

y asi, sucesivamente.
De lo anterior, con facilidad puede darse una regla y también puede
entenderse con igual facilidad. Sabemos que:

i 2
36
s —
porque en la segunda expresidn, & hemos dividido en dos, todos los sub-

intervalos del intervalo unitario; esto es, hemos duplicado el nimero de

. ; 1 3
subintervalos, que corresponden a la expresién 5 pero también hemos

: 1

tomado lo doble de subintervalos, que tomamos en 3

1

A N i 2
AL . " —» -» 3 subintervalos en el in-
0 5 1 tervalo unitario
{ A N\
O e e e '; > 2% 3 subintervalos en el

intervalo unitario

Ficura 14

Si se multiplica tanto el numerador como el denominador de
una fraccion dada, por un mismo numero natural (excepio
cero} la fraccién resultante representa el mismo nimero ra-
cional que simboliza la fraccion dada.

Para comprender mejor la regla anterior, tome en un eje numérico
los siguientes ejemplos:

=58 S — etc.

Si invertimos esta regla, tenemos
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&
12

"y 2 » v
puesto que en la segunda expresion 3 el nimero de subintervalos en que
hemos dividido el intervalo unitario es ia cuarta parte del nimero de sub-
o - gy 8 4 A .
intervalos de la primera expresidn —; pero también el nimero de subinter-

12
valos tomado en la segunda expresién es la cuarta parte del nimero de

subintervalos tomados en la primera. Porque en la segunda expresién con-
vertimos cuatro subintervalos de la primera, en uno mayor; pero también
tomamos de estos subintervalos mayores la cuarta parte respecto de los
que tornamos en Ja primera expresidn,

8
2 * — a 12 subintervalos en el
0 1 intervalo unitario
3 de 8
e ——p 1 -—1— de 12 subintervalos en
0 1 4

intervalo unitario
Fioura 15

Se debe tener en cuenta la siguiente precauncién para invertir la regla.
Se recordari que siempre dividimos nuestros intervalos unitarios en un
namero natural de subintervalos v se tomara Ginicamente un niimero entero

de éstos. La fraccién -1%, por ejemplo, indica que hemos dividido el intervalo

unitario en 12 subintervalos congruentes y que, ademas, sélo hemos tomado
8 de éstos. Para tener otra representacién del mismo niimero, no pedriamos,
por ejemplo, agrupar los 12 intervalos congruentes en conjuntos de 5
cada uno, porque el intervalo unitario no quedaria dividido en subinter-
valos congruentes, puesto que 5 no es factor de 12 (ver la figura 16a).
Por otra parte, podriamos combinar los subintervalos en conjuntos de 3
cada uno, puesto que 3 es factor de 12; pero entonces no tomariamos un
nitmero entero de éstos porque 3 no es factor de 8 (ver la figura 165}.
Podemos, sin embargo, agrupar los subintervalos en conjuntos de 4 cada
uno, puesto que 4 es factor de 12 y 8 (ver la figura 16¢).

Conviene, en relacién al tema, revisar los conceptos de factores y mil-
tiplos, factores comunes y miultiplos comunes, maximo comin divisor y
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5 5
P P
G T oNeE »
G e 2 - ~ - o e % -t & & £
= oy H
a)
3 3 3 3
" TN A A »
e/_ P 0——30( &— 5 :\oC-——o—--—o-—:\-O/ e e
Y & 13
b)
4 4 4
A A A
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Ficura 16

minimo comun multiplo, ya tratados en el cuaderno 5: Nidmeros y sus
factores.

Con esto ilustramos la regla siguiente:

Si tanto el numerador como el denominador de una fraccién
dada, se dividen entre un mismo niimero (un factor comin
del numerador y del demominador), entonces la fraccidn re-
sultante representa el mismo numero que la fraccién dada.

En particular si el numerador y el denominador de una fraccién
dada, que representa un namero racional, se divide entre su maximo coman
divisor, entonces el numero racional queda expresado en su forma
fracctonaria mas simple.

Por ejemplo, obtener la fracciébn mas simple que represente el niimero

. 36
racional expresado por 18"

factores primos tenemos,

Descomponiendo 36 y 48 como productos de

36=2xX2x%x3X3,
48=2X2X2X2X3.

Observe que el maximo comin divisor es

2% 2% 3=12
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dividiendo 36 y 48 cntre 12 tenemos
36 3

48 4
de acuerdo con esto, la fraccidén mas simple que representa a dicho ntmero

racional es —,

4

Grupo de ejercicios 2

= ]

Ficura 17

v 8
)

1. ;Qué fraccién puede asociarse con la parte rayada de la regién unitaria
de la figura 177

2. Dibuje un linea punteada de A hasta B (figura 17). ¢Qué fraccién
se asocia con la parte rayada de la regién unitaria?

3. a) Después de dibujar la linea punteada de A hasta B ;en cuéntas
regiones congruentes se ha dividido cada subintervalo de la regién
unitaria?

b) ¢Es 2 un factor comin del numerador y del denominador de la
o A
fraccién =?

6

¢} ¢Cuando se dividen entre 2 tanto el numerador como el denominador

-y 4 . P . . ’
de la fraccién & la fraccibn resultante simboliza el mismo namero
L] 4 - - ’ 4‘?
racional que simboliza la fraccion =t

6

4. a) Descomponga 35 como producto de factores primos.
b) Descomponga 49 como producto de factores primos,
¢) ¢Cndl es el maximo comiin divisor de 35 y 49?
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d) Obtenga la fraccidn mas simple para el nimero racional simbolizado

or ?'é
POT Zg

5. Demuestre que encontrando la fraccién mas simple que repre-

52 130
sente a cada uno de estos numeros racionales.

ores f e

Muchas veces cuando trabajamos con fracciones que simbolizan niime-
ros racionales, conviene que todas las fracciones empleadas tengan el mismo
denominador. ;Siempre es posible esto?

0 S 3 g i

Ficura 18

. : g . ; ; 1
Considere, por ejemplo, los nimeros racionales simbolizados por -

4

y 3 Su representacién en el eje numérico se da en la figura 18. Geomé-

tricamente el problema es: ;Podemos dividir el intervalo unitario en re-
giones congruentes, de tal manera que un punto de la divisién quede sobre

el punto que corresponde a i- y que, ademdas, otro de los puntos de esta

divisién, quede sobre el punto que corresponde a %?

0 & * &% ™ 5 % T &% &7 H o1
1 3

Ficura 19

Una forma en la que, con seguridad, se puede hacer esto es dividir el
intervalo en 4x3=12 subintervalos congruentes, como se muestra en la
figura 19; porque 4 es factor de 4 X 3, asi como 3 es factor de 4X3. Enton-
ces tenemos

_3 2
—12 7 3

M =
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; 3 1 2
Entonces los dos ntmeros racionales, 1Y 5 % expresan en forma

tal que las fracciones resultantes tienen como denominador comtn, 12.

Nétese que 12 es exactamente ¢l minimo comin multiplo* de 3 y 4.
; : 1 2 3 : ; ;

Si se quiere expresar 7375 mediante fracciones que tengan el mismo
denominador, debe obtenerse un multiplo comin (el mas conveniente es
¢l minimo comin multiplo) de 3, 4 v 5. Sabemos que el minimo coman
miltiplo de 3 y 4 es 12, entonces debemos encontrar el minimo comn mii-
tiplo de 12 y 5. Puesto que 5 es primo, el minimo comin multipio es

125, o sea 60, y escribimos

1 1x15_ 15
4 4xi15 60
2 2%20_ 40
3 3%20 60
3 _3x12_ 36
5 5x%12 60

Fraccfgnes egm’ @‘gﬂﬁ

Hemos visto que un nimero racional puede expresarse mediante mu-
chas fracciones. De hecho, todo nimero racional puede expresarse mediante
un namere infinito de fracciones; por ejemplo:

3 __2%3 8% 43 5%8

47 2%4 3x4 4x4  5x4 - "

De esto se puede plantear la siguiente pregunta: ;Cémo podemos saber
st dos fracciones representan un mismo nimero racional?

Hay un punto en ¢l eje numérico asociado con cada una de las dos
fracciones. Este punto corresponde a un niimero. Si uno y el mismo punto

corresponnde a ambas fracciones, entonces las dos fracciones expresan el
MiSMO nimero.

Supengamos, por ejemplo, que queremos determinar si

1 4
5 T 1
representan 0 no el mismo nimero racional.
. . . 11 4
Los niimeros racionales expresados por las fracciones 5 Y 7 pueden

representarse mediante fracciones con igual denominador, y con esto se sim-

* Tratado en el cuaderno 5: Ntmeros y sus factores.
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plifica ]la comparacién de los nlimeros, con sélo ver los numeradores. El
minimo comin miltiplo de 52 y 17 que es 52X 17 puede emplearse como
denominador comGn (de hecho, es el minimo comin denominador). En-
tonces tenemos:

11 17x11 187
92 Fie52 52y

4 332x4 208
17 52%17 ~ 821

No es necesario efectuar la multiplicacién indicada 52X 17, porque en
ambos denominadores sefiala que debemos dividir €l intervalo unitario en el
mismo numero de subintervalos congruentes, cualquiera que éste sea. Ob-
servando los dos numeradores vemos que para localizar el punto corres-
pondiente al segundo mitmero racional, tienen que tomarse mas subintervalos
congruentes (208 con respecto a 187) que los que tiencn que tomarse para
encontrar el punto que corresponde al primero. Por tanto, los puntos no
coinciden, y por esto no corresponden al mismo ndmero racional.

Ahora comprobemos si

323 221
133 Y 91

representen 0 no, el mismo nimero. Tenemos que:

323 _ 91x323 _ 29393
133" 91x133 91x133

221 _ 133221 __ 29393
91  133x 91 91x 133

Puesto que los numeradores y los denominadores, en este caso, son iguales;
entonces estas dos fracciones representan el mismo niimero racional, esto es

323 _ 221

133 91
dos fracciones cue representan un misino namero racional, tales como
ged Al se llaman equivalentes
133 7 o1 S Saatas

Si el lector puede formular con sus propias palabras y entender una
regla para comprobar si dos fracciones representan 0 no un mismo nimero
racional, o sea, para determinar si dos fracciones son o no equivalentes,
entonces probablemente haya dominado muy bien las explicaciones de esta
seccion.
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Orden de los niimeros racionales

En la seccién anterior vimos que los nimeros racionales expresados por
L
5 ¥ 17
decimos que estos niimeros no son iguales o que son desiguales y en simbo-
los expresamos lo anterior de la siguiente manera:

corresponden a puntos diferentes del eje numérico. En tal caso

Pero también observamos que

4 _ 208
17 52x17

Y que
11_ 187

527 52x17
entonces, es evidente que el punto que corresponde al nimero racional re-

4' ', » - F Ve
presentado por 75 Se sitia en el eje numérico mas a la derecha del punto

g 11 P
que corresponde al nimero racional representado por 5o Por tanto, dect-
mos que el primero de estos numeros es mayor gue el segundo, o que el
segundo es menor gue el primero, y expresamos esto de la siguiente manera:

4.0, 1_4
7 92 g% o

Observe que la fraccidn que expresa el nimero racional mayor, aparece
en el lado de la abertura del signo de desigualdad, v que la fraccién que
expresa el namero racional menor aparece en el vértice del signo de des-

igualdad. De la misma manera tenemos:

143 i¥p I1<7

Hemos visto que cada numero racional puede hacerse corresponder a
un punto del eje numérico. Dados dos nlimeros racionales cualesquiera,
sblo una de las tres posibilidades siguientes se cumple: el punto que corres-
ponde al primero se localiza a la izquierda o a la derecha del punto que
corresponde al segundo o coincide con éste. Entonces, para dos nQuneros
racionales cualesquiera, tenemos que el primero es menor © igual que el
segundo. Por esta razon decimos que el conjunto de los niimeros racionales

es ordenado o que hay una relacion de orden enire pares de sus miembros.

1 |
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Suponga que deseamos determinar la relacidn de orden que existe

; 0
entre los niimeros racionales representados por 77 ;—2 , cuando ya sabemosg
4' ].1 - rFl - *
que 75 > 55" ¢E]l primer nimero racional es menor, 1gual o mayor que el

segundo? Una observacién que ficilmente entendemos, considerando puntos
correspondientes en el eje numérico: vimos en el ejemplo anterior que

& A

17 522
y desde luego, tenemos que

11 _ 10

5% < 53

puesto que los denominadores son iguales y respecto a los numeradores,
11>>10. Por tanto,

4 10
17 59°

La razén para concluir de estc modo es que, puesto que el punto del ¢je
numérico representa al primer niimero, que esta a la derecha del punto que
representa al segundo, y el segundo esta a la derecha del tercero, entonces
el primero tiene que estar a la derecha del tercero.

Podemos describir lo anterior diclendo que > es una relacién tran-
sitiva, esto es, si un primer nimero racional es mayor que un segundo
namero racional y el segundo es mayor que un tercer nimero racional,
entonces el primero es mayor que el tercero. De manera semejante <
sefala una relacién transitiva.

Para un somero repaso de lo anterior, se emplea la nocidén de transitividad
v las desigualdades anteriores para determinar la relacién de orden que
existe entre los nimeros racionales representados por

3 3
17 7 52

Grupo de ejercicios 3

Determine la relacién de orden que existe entre cada uno de los pares:
siguientes, multiplicando reciprocamente ambos términos de cada expresion
(numerador y denominador) por el denominador de la otra expresion..
El primer problema esti resuelto para que sirva de guia.

5 g

1. 1—7 y E
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5 _ 5x52__ 260
17 1752 17x52
9  9x17_ 153

52 52x17 52%17

Puesto que 17x52=52X17, no es necesario obtener el namero al que
representa este producto. La relacion de orden que existe entre las dos
fracciones puede determinarse comparando los numeradores de di-

chas fracciones, 172 2052 y 521>5<31 7> puesto que 260 es mayor que 153,
entonces, T -5%

- TR

S I A

ﬂémeros entegg Y ng’mgmg rgcfonalg§

Abajo del eje numérico, en la figura 10, exponemos ciertas fracciones
gque expresan numeros racionales y se representan como puntos sobre una
linea. Llegamos a la nocién de esos numeros racionales considerando pri-
mero cada figura unitaria como formada de cierto nuémero natural de partes
congruentes y después tomando un niumero éntero de estas partes. Asi
empleamos la nocidén de ndmero natural y la nocidén de némero entero para
deducir la nocién de numero racional.

A la extrema izquierda del eje numérico, en la figura 10, colocamos
ahora el simbolo Q0 para expresar el namere 0, y marcamos ademas los
numerzales de los nimeros naturales, 1, 2, 3, ..., contando intervalos uni-
tarios sucesivos como se indica en la figura 20.

¢ 2 4 3% 3 B4 EXF FE %3 % W 1

Ficura 20
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Lo anterior nos sugiere una correspondencia Util entre los nGmeros
enteros y algunos nitmeros racionales como vemos en la misma figura 20.
La correspondencia se indica en el cuadro IIT. A cada niimero entero le
corresponde exactamente un nimero racional (desde luego, cada némero
puede representarse de muchas formas), ademis, a cada niimero ractonal

; DI 2 3
del conjunto Jﬁ’ TTT
entero. Por esta razén, decimos, que la correspondencia es una correspon-
dencia biunivoca.

} le corresponde exactamente un namero

Cuapro ITI
Representacion como ntimero entero 0 1 2 3 e
" : ’ 0 1 2 3
Representacién como ndmero racional T I 1 1 Gisie

Mas ain, esta identificacién se mantiene coherente en las relaciones
entre los elementos del conjunto de los niimeros enteros por un lado, y
g1 2
F 11
que ejecutamos con ellos. De este modo, por ejemplo, en el sistema nu-
mérico de los enteros tenemos que

13,

los elementos del conjunto por otro, y con las operaciones

y en el sistema numérico de los racionales tenemos que |
| 3
fbicoal 32
1 1

que concuerda con la correspondencia indicada en el cuadro III. Ademas,
en el sistema numérico de los enteros, tenemos

1408,

y en cuanto al sistema numérico de los racionales, mas adelante definire-
mos la adicion, de tal manera que se cumpla lo siguiente:
1 3
— - g —
L 1 1
Tendremos el mismo caso cuando discutamos la multiplicacién. A causa
de esta correspondencia de relaciones y operaciones, decimos que el siste-
ma de los nimeros enteros esti sumergido en el sistema de los nimeros racio-
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nales. Por lo que, desde este punto de vista, el sistema de los nameros en-
teros puede considerarse como un subsistema del sistema de los nimeros
racionales y éste serd el criterio que adoptaremos en adelante.

Sumario

Hasta aqui nos hemos interesado ampliamente en la investigacién y
desarrollo de nuestra nocién intuitiva de lo que es ntimero racional. Asi
quedamos enterados de que conviene distinguir los plimeros racionales de
sus diferentes simbolos. También distinguimos entre nmeros enteros y sus
correspondientes nimeros racionales. Ademas, hemos sefialado comeo po-
demos (y debemos) considerar el conjunto de los nameros enteros como
un subconjunto del conjunto de los niimeros racionales.

Ahora que nos hemos familiarizado con los nimeros racionales y que-
remos trabajar con ellos debemos expresarlos con sus simbolos habituales.

3 ; O .
Entonces, como es usual, hablaremos del ndmero racional dos tercios (§

v del cinco cuartos (Z) y aun del numero racional tres (3).

Hagamos en seguida un repaso de algunos de los temas que hemos
tratado, pero emplearemos letras para representar nameros enteros.

; ; ; .. @

Cuando representamos un niimero racional mediante la fraccion B don-

de @ es un nimero entero y b es un nimero natural, pensamos en que cada

intervalo unitario del eje numérico se ha dividido en & subintervalos con-
gruentes de los que tomamos tantos cuantos indica a.

a

El niimero b es el denominador de la fraccién 7 Y el nimero a es el

numerador.

La fraccién g- es el simbolo fraccionario mas simple del nimero racional

que representa, siempre que ¢ y b no tengan factor comin mayor que i.
Sin embargo, en adelante si b=1 generalmente escribiremos a en vez

de &.
“ 1

El simbolo fraccionario mas simple no es siempre el mas Gtil para algin
nXa
nXb
frecuentemente més ftil para un propésito particular que el simbolo

a
d g
ado 7

propésito particular, El simbolo donde n es un nimero natural, ¢s
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Por ejemplo, para comparar

a ¢
"g con E,
escribimos
a_ _dxa __aXd c_b)(c'
b dxb bxd ' 4 bxd
y comparamos
axXd bXc¢

=——  icon ;

bXd bXxd
Pero ahora los denominadores son iguales y asi {recuerde el eje numérico)
solo tenemos que comparar los numeradores; esto es:

aXd  con B

Foougs a . c
Por consiguiente, 5 €8 menor que, igual a, o mayor que 5 segan que aXd
sea menor que, igual a, o mayor que b X ¢. A Jo anterior se le llama regla del
producio en cruz.
Como sabemos, el simbolo > se lee “es mayor que” o “mayor que”
y €l simbolo < se lee *es menor que” o “menor que”., Empleando este
simbolismo, los resultados del parigrafo anterior pueden expresarse de la si-
guiente manera.
[

< —sl, y s0lo s1 axd<bXe,

SN

o

= —si, y sblo si aXd=bXe,

&
d

Las relaciones > y < son transitivas; por tanto, st

> — 51, y sdlo st axd>bXe.

ole ol TR
~ %

a ¢ € (4
% < 7, y ) < }' entonces

Sl B

523 numeros racionales entre 0 4 1

Mucho nos ilustra la representaciéon en el eje numérico del conjunto
de puntos que corresponden a totos los nimeros racionales. Fijemos nues-
tra atencién, sin embargo, en aquellos nlimeros racionales que se localizan
entre 0 y 1.
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¢Hay un nitmero racional que sea el siguiente después de 0, en el sen-
tido en el que 1 es el siguiente nimero entero después de 07 Analicemos

esto, de la siguiente manera: -flj;es menor que ; ;_ €s menor quel : % es
1 :
menor que o eic., COmo se muestra en la figura 21.
P P - a. : iy
0 ¥ed + 13 3 1
Freura 21

Es mas facil, tal vez mas sugestivo, si escogemos niimeros sucesivos de
tal manera que, cada vez que indiquemos otro punto correspondiente, divi-
damos el intervalo determinado en dos partes congmentes como se indica

; 1 1 1 1 1 g .
en Ja figura 22. Entonces, 5 < 1w -2- g < 16 L= ¥ 2 sucesivamente.
*——o =3 - 2 : oy
Ovzrs & i 5 1
FIoura 22

Vemos pues, que no hay un nimero racional que sea el siguiente des-
pués de O.

Prueba:

Dado % que es cuaiquier nimero racional distinto de O, en donde 2 y b

son nameros naturales; considérese la fraccidén

a

2Xb

Representa esta la fraccién anterior un nGmero racional diferente de cero,
porque el numerador a y el denominador 2X& son nimeros naturales.
Ademas

porque

axb 2XxXbXa. {Ver sumario paginas 31-32.)

Cuzdernc de Matemdticas No. 6 — 3
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En consecuencia, por cualquier ntimero racional dado, diferente de cero,
podemos obtener otro nlimero racional diferente de cero, gue sea menor
que el nimero dado.

También, entre dos nimeros racionales cualesquiera, siempre podemos
obtener un tercer niimero racional. No obstante, si entre dos nimeros
racionales cualesquiera, hay un tercero, entonces entre el primero y el ter-
cero debe haber un cuarto ndmero racional, y asi sucesivamente. Por tanto,
entre dos nimeros racionales cualesquiera, hay un namero infinito de
numeros racionales como se sugiere en la figura 22, entre los nimeros
racionales 0 y 1. Describimos esta posibilidad diciendo que el conjunto de
los nameros racionales es denso.

Trataremos ahora de enumerar los niimeros racionaics entre 0 y 1 dc
manera Ssistematica, tomando un primero, luego un segundo y asi sucesi-
vamente, en tal forma que cualquier numero racional dado, pueda ser
escogido. ¢Es posible esto? No podemos hacerlo tomando los nameros
racionales en su orden natural, puesto que no hay nimero racional siguiente

de cero;

L L] L I ,
Sin embargo, tomemos primero el nimero racional —; luego los niimeros

2

racionales representados por fracciones con denominador 3 y numeradores

. 1 2 , 4 =
en orden creciente 3’3 después los mimeros racionales representados

por fracciones con denominador 4 y numeradores en orden creciente
1 2 3 7 ” - - 2 L L4
~ —, —}; vy asi los demas. Pero omitimos a — porque hemos incluido ya
4 4 4)° 4

estc nimero, nada méis que lo incluimos expresado en su forma fraccionaria

’ - 1 ’ . r " ’
mas simple =. ;Se ve cémo, mediante este método, cualquier nimero ra-

2
: . 127
cional dado, digamos i5 678

, ocupard un lugar determinado en esta enu-

meracién?
Por tanto, hemos sugerido un método sisternatico para establecer una

correspondencia biunivoca entre el conjunto de los nlimeros racionales que
se hallen entre cero y uno, y el conjunto de niimeros naturales {figura 23).

2885

S
B

111111

Ficura 23

o > -
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De lo anterior vemos que en este sentido hay exactamente tantos niimeros
racionnales entre cero y uno como hay elementos en el conjunto de los
nimeros naturales *

Tenga presente que cuando los elementos de dos conjuntos se pueden
poner en correspondencia biunivoca, entonces los conjuntos son equivalen-
tes, o de igual magnitud. Es necesario, por esto, comprender perfectamente
bien la idea de correspondencia biunivoca

Como otros ejemplos vemos cémo se pueden contar no sélo los racio-
nales entre O y 1, sino todos los racionales mediante la siguiente disposicién:

i 11122

1 2 5 4 B

2 % % % % En este arreglo debido

l a Cantor, observamos que

32 3 3 3 2 existe una correspondencia

1 5> 7 z £ biunivoca entre los ntmeros
. racionales y los nlimeros na-

4 4 4 4 4 turales 1 1

1 2 3 4 5 I 1

1 21 3 F & AR

1 1 2 3 2 i i 2 3

1 2 3 4 5 6 7 8 G

por tanto, vemos gue hay tantos nimeros racionales comoc niameros
naturales. Cuando los elementos de un conjunto pueden ponerse en co-
rrespondencia biunivoca con el conjunto de los ntimeros naturales, se dice
que dicho conjunto es numerable o denumerablemente infinito.

Ogeraciones con los aémeros racionales

Hemos observado la conveniencia de usar los numerales de los niimeros
enteros como simbolos para ciertos nimeros racionales,

y aun considerar al conjunto de los niimeros enteros como un subconjunto
del conjunto de los nimeros racionales,

* Recuerde que en el caso se estdn senalando sclamente los nimeros racio-
nales entre cero y uno, por lo que se escogen los numeradores en orden creciente,
pero siempre menores que el denominador. {N, dei T.]
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Establecer esta identificacién seria completamente torpe si cuando pa-
siramos por alto Ja definicidon de adicidn para los nimeros racionales,
deberiamos tener, por ejemplo,

R
perque entonces tendriamos
14+3=2

cuando los simbolos “1”, “3” y “2” representaran nimeros racionales, pero
tendriamos

] 42=3

cuando representaran nameros enteros.
Aunque, afortunadamente, este no es el caso, la adicién se define para
los nameros racionales de tal manera que

1+2=3,

ya sea que estos simbolos expresen nimeros enteros o los correspondientes
nameros racionales.

Asi, el empleo de los numerales familiares, como veremos, que expresan
nameros enteros, como simbolos para estos nlimeros racionales particulares,
es consistente en lo que concierne a las operaciones fundamentales de adi-
cion y multiplicacién y a las operaciones inversas de sustraccién y division,
Hemos visto ya, que ademas es consistente en lo que toca a la comparacion
de nuameros.

No deberia sorprendernos que esto sea asi, puesto que siempre recurri-
remos a nuestras nociones respecto a los niimeros enteros al definir qué
se quiere decir por operaciones con los niimeros racionales. De este modo
la consistencia serd virtualmente automatica. Podriamos definir las ope-
raciones con racionales en cualquier forma, pero de hecho lo hacemos de
tal manera que ¢l sistema de nameros enteros y nuestras nociones intuitivas
sean nuesiro modelo.

Por esta razon, seria ventajoso para el lector repasar las definiciones
de adiciébn y multiplicacién de numeros enteros, y también sus pro-
piedades de cerradura, asociatividad, etc., que se discutieron en el cua-
derno 2: Numeros enteros.

Adicion de n&me;oa @gionaleg

Desde el punto de vista matemético es necesario empezar por definir
formalmente qué es adicién de nimeros racionales. En otras palabras, po-
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driamos escribir en términos generales qué se entiende por adicién de dos

niimeros racionales — y G
b d

Sin embargo, en el campo intuitivo, esto resuita una exposicién poco
satisfactoria. Es preferible recurrir una vez maés al eje numérico para ver
si podemos concebir la forma de que dos niimeros racionales lleguen a
sumarse. [Debemos tener presente el sistema de los ndmeros enteros como
modelo. Ya sabemos cémo se efectiia la adicién de nimercs enteros.
Entonces,

b47=13

es un hecho de la suma conocida que implica tres niimeros enteros. También,
6 y 7 son representaciones de nimeros racionales. Queremos estar seguros
de que la suma de estos nimeros racionales es el namero racional repre-
sentado por 13.

Si procedemos a comprobarlo, nos encaminaremos a definir la adicién
de nGmeros racionales con las propiedades que gueremos gue tenga, tales
como la conmutatividad y la asociatividad

2 + 3 = b
2 e —_—p
® ™ - 5 & » * — ¥
0 i 2 3 4 51 6
Ficura 24

La suma 2+ 3 puede ilustrarse en el eje numérico, como se muestra en la
figura 24. El punto que correspende a 2 se localiza contando dos segmentos
unitarios a partir del punto 0. Después contamos tres segmento§ unitarios
a la derecha del punto correspondiente a 2 con lo que se obtiene el punto
que corresponde a 3. Desde luego, podriamos haber localizado primero el
punto correspondiente a 3, y después contar dos segmentos unitarios a
la derecha de este punto para llegar también al punto correspondiente
a 5, como se indica ¢n la figura 25.

3 + 2=35

> >
@ - r——— Y —— & )
0 1 2 3 4 )

Ficura 25
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Empleemos el eje numérico para ver qué punto debe corresponder a la

7. 2

suma de los ndimeros racionales 7 y o {Ver la figura 26.)

$ 4+ 7 o= %
—— - >
0 [ 2

00— 0009 —
0 7
7 T e

Ficura 26

Se dividen los dos primeros segmentos unitarios en siete partes congruentes.
; 2 : ;
El punto correspondiente a 7 e localiza primero, contando dos partes con-

gruentes, A partir de este punto, se cuentan siete partes congruentes hacia

la derecha (que representan ;) El punto al que se llega corresponde a

2 Esto significa que de las consideraciones del eje numérico obtenemos la

2 .. 7 9

suma de TYgquees gy escribimos
N
Agi==X
¥ d
Es digno de mencién que asi como la cxpresién 7+3 en si misma es
un numeral, la expresién §+% mas bien que indicar ‘“hacer algo de arit-

mética’” es un numeral cuando su significado esta definido como se sugirid

; o 1P ’ ;
antertormente, entonces §+7 representa un mamero racional. El numeral

5 €S la expresién mds simple para el namero correspondiente. Gran parte

del trabajo efectuado al realizar cAlculos aritméticos, consiste realmente en

obtener una expresion simple para un nimero expresado mediante un nu-
meral complicado.

:Qué punto del eje numérico corresponde a la suma £ -+ 3 En la figura

5 5
27 vemos que el punto buscado es el que corresponde al nimero %Q {(cuya

expresién mas simple es 2).
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3 + 3= R
e —— >
* + — * £ = ® * » 23 » »
3 ; 3
Ficura 27

De igual modo podemos emplear el eje numérico para demostrar que

2 +7 representa al niimero racional L
55 & Ch
: : . , i, G 4
Los dos ejemplos anteriores tienen alge en comin. La expresion ~,}-+7
inplica dos fracciones con ¢l mismo denominador 7. En la expresion
3.

§+ 5 las dos fracciones tienen el nimero 5 como denominador. Observe que

- 7
puede escribirse como +§~_-?-—-+‘-—7-,

+Z:
7

~3I N
“J{ O
~ N

W

+ 7

B

T + ==

(S i~
i3

— 1—59 puede escribirse como

i 9
G|~

247
7

es ia suma de los numeradores de las

fracciones %— ¥ ; y ¢l denominador de g-.-;—z es el mismo que el denominador
2 3+7
7 5

El numerador de la fraccién

y -; También la fraccidon ticne el mismo denominador

3 .

gue las fracciones Ve iy numerador es la suma de los numeradores
>

de — vy —.

575

comun de

. : y . a ¢
De esto generalizamos: /g suma de los nimeros racionales 573 la de-

- 4 ¢
finimos como

sin que importen los nimeros enteros que sean a y ¢,

que ntimero natural sea . En forma més breve esto puede escribirse

f+£.‘“.:a+c f

b b b’

donde ¢ y ¢ son nlmeros enteros cualesquiera y b es cualquier nirmero na-
tural.
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Cada uno de los siguientes enunciados es una proposicidn verdadera:

3,15..18
i1 11 13’
3 3 5
e
O, %
g§°8 8"

19 . 81 __100

100 100 100"

Obtengamos ahora la suma de los nimeros racionales representados por

. :’ . . .
las fracciones == Los denominadores de estas fracciones no son iguales,

y parece que la definicion que hemos dado en el parrafo anterior, no se
aplica aqui. Recuerde, sin embargo, que sumamos nlmeros racionales,
no sus simbolos, y que dos nimeros racionales cuatesquiera pueden expre-
sarse mediante fracciones con el mismo denominador. Entonces tenemos:

2 9x%d 14 5§ Hwxs5 15

g ———y

3 7B 'Y 8w7 9

: 14 i 2
Vemos que las fracciones 51 y 5-15» pueden emplearse en lugar de = vy

3
para expresar a los dos nameros racionales cuya suma estamos buscando.

Abora la definicién expresada mediante

~Ijn

puede aplicarse:

E&_{_E_M-}— 15
oF “91 " 2

, : : B i
La suma de los niimeros racionales expresados por fracciones = ¥

3 ? es el
nitmero racional expresado por 1;'% El procedimiento empleado en este

ejemplo puede mostrarse en forma mds reducida, de la siguiente manera:

2ol PP HED
b
3 7 7><3+3><7
14 15
=
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14 4 15
=Tl

N
o

l
l

N
[e—

Debe observarse gue

2 .0 I%2 8% 1 _15 14319 o
375 Fxs7ax7 uwtar Ta Y A
son todas expresiones del mismo niimero, la uGltima es la expresién mas
2 b

simple. Observe que §+% se reemplazé por la expresiéon més compli-
7x2 3 XS Fd Fd v

cada . Hubo una buena razén para esto: cuertamos fraccio-
7%3 T 3%7 P 4

nes con igual denominador.

: 7 .
I.a suma de los niimeros racionales % Y& puede obtenerse de la misma
manera*
A e R
g L=0X0
1 6 6x4 4x6
18 e 28
24 24
_ 18-4-28
24
_ 6
24
, : 46 ; . 2
El niimero racional 24 es Ja suma de los nimeros racionales 7 Yy &
La expresién mas simple de esta suma es g, el sitmbolo se obtiene divi-
12
dicndo entre 2 tanto ¢l numerador como el denominador de 1a fraceion %g

Sin embargo, no hay razbén forzosa para insistir en que siempre debe
obtenerse la expresion mas simpie para la suma.

Otra consideraciéon concerniente al lenguaje cmpleado al hablar de
numeros racionales puede ser Gtil. Nos permitimos afirmar, por ejemplo,

3 7 46 : :
(ue la suma 1) gy En tal enunciado, se enticnde de antemano que

. ra » 3 [ ?
gueremos decir el nitmero racional > el namero racional = ¥ el nimero



42 NUMEROS RACIONALES

; 46 ; . ;
racional -2—5 No sus expresiones fraccionarias, porque no se suman ex-
presiones.
a G . »
Dados > ¥ que son nlmeros racionales donde a y ¢ son numeros

g
b
se mediante el mismo procedimiento empleado en los dos ejemplos ante-
riores. Entonces tenemos:

[
enteros y by y dg son nimeros naturales. La suma de— y = puede obtener-

aXd) +{bXc)
bXd |

Esto no sblo demuestra que podemos aplicar nuestra definicién para
obtener la suma de dos nimeros racionales cualesquiera, sino que nos da

la regla para obtener rapidamente la suma. Ilustremos esto con la suma

7 5
d — —
€5 Y & Tenemos que

% 5 (IX6)+(9%35)
6 9% 6

_ 4245

54

/
9

87
54

Con cierta practica podemos aprender a encontrar algunas de estas sumas
sin usar lapiz ni papel.

El Gltimo ejemplo puede tratarse empleando un denominador comian
menor que el que se empled:

2.3 22XV , 3XD
5" 5~ 2%9 ' 3%6
14 15

RETIET:

14415
8
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Aqui hemos empleado el minimo comGn multiple (ver cuaderno 5:
Numeros y sus factores) de 6 y 9 como denominador. Sin embargo, debe

.-y 87 . r1°*
tenerse presente, que la fraccion g ©8 una expresiébn tan valida para la

suma L. como lo es la fraccién =
97 % 18’
] 2 14 :
Ciomo se observéd anteriormente, los numerales 7 y %~ expresan el mismo

’ 3 - p 21 &
numero racional. También los numerales 3 y ~ expresan el mismo namero

racional. Por tanto, ]la suma de 7 y 3 debe ser la misma que la suma de
14 21

? y —-7-", Tenemos
]4+21_(14><7)+(2><21)
2 7 2X%7

__98+42

T 14

__ 140

T 14
140+ 14

T 14+14

__10

i

= 10.

Justamente ilustra el hecho de que, en la adicién, cuando los numerales de
los nimeros enteros se tratan como numerales de nimeros racionales, no
se tiene ninguna incoherencia y, en consecuencia, tenemos que

7+3=10

cuando los numerales representan nimeros enteros.

Tratando en una forma mas geométrica la suma de dos nameros ra-
cionales representados por fracciones que tienen diferentes denominadores,
consideramos €l eje numérico respecto at problema de obtener una expresién
. 3 .9 : .
simple para la suma dez +E' En el eje a) en la figura 28 se muestran
puntos que corresponden a cuartos (se dividié en cuatro subintervalos con-

. - . v # 4 3
gruentes al intervalo unitario) y se marcé el punto correspondiente a T En
el eje ) se muestran puntos que corresponden a sextos, y se marcd ¢l punto

: 5
correspondiente a -

5
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N S V.. S——
L - —- - — - B
0 i 1 (i +8% 2
B} e— —o— o =3 " — —5 —s )
0 y 1 2
b) —_—— ——— - D &
0 i r 2
Ficura 28

- 5 - . s,
Para obtener una expresién de 7 + g S¢ necesita un eje numérico en el

que €l conjunto de puntos de separaciéon, que marcan los subintervalos del

; S i 3 5
intervalo unitario, contenga el punto — y el punto —. ;Cémo puede encon-

4 6
trarse un numero adecuado de subintervalos?

Supdngase ahora que en la figura 28 cada subintervalo del cje a) se
divide en seis partes congruentes (véase el eje ¢) de la figura 29) y que
cada subintervalo del eje &) se divide en cuatro partes congruentes (vcase
el eje d), de la figura 29). En el eje ¢) de esa figura, habra 4X6 sub-

18

: ? 3 :
intervalos y el punto correspondiente a 1 estd marcado también con 52 €N

-

: 2 -
el eje d) habra 6Xx4 subintervalos y el punto correspondiente a = esta

6
” 20 . ;
marcado también con 7 En e] eje ¢) hay 24 subintervalos en cada
intervalo unitario, y esta representada ja suma §+§___. o + 20=38.
’ 46 24 24 24
¢Es 24 el nlmero més pequefio de subintervalos que podria emplearse?
En la figura 29f) vemos que estos subintervalos podrian agruparse en

; 1T 35
pares, y que los puntos correspondientes a 175 serian puntos de separacion.

En ¢l examen anterior definimos la adicion de nimeros racionales basa-
dos en nuestro conocimiento de la adicidbn de nimeros enteros, apoyados
en nuestra intuicion de la correspondencia entre nimeros racionales y puntos
del eje numérico. Para confirmar esta definicion y familiarizarnos mas con
ella, imaginemos también otras cantidades y no sélo puntos del eje numérico.

, - _n :
Por ejemplo, supongamos que Tomis caminé 3 de kilémetro de su casa
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0 S | g .
ry
3 + :

_ > >
e)m*#'w“w%’mﬂ e
0 1 31 2

3 + &
— > >
0 1 2
f)*‘*‘***‘**‘*‘*‘*‘*‘*‘*w*'***‘ma'*‘“"'" )
13 13
810
T 12
Ficura 29

.  N— ; ;
a la de un amigo, y luego — kilometro mas, a una tienda. ;Qué tanto

2

camind Tomas?

, 1 . .
Suponga que durd 7 de hora en caminar de su casa a la de su amigo,

luego permanecid -Ji.; hora alli, y empled % de hora mas en caminar de la

casa de ese amigo a la tienda. ¢Cudl fue el total de tiempo invertido?

9
Gastd 1_[6 de un peso en dulces, %de un peso en verduras y 3 de un peso

en camne. ;Guanto gastd?

mgiedgges de fa adicion de

numeros racionales
m

Se recordard que en el cuaderno 2: Nameros enteros, sefialamos que
el conjunto de los nlimeros enteros es cerrado con respecto a la adicién;
esto €s, que sl a y b son nimeros enteros entonces a-+ b es también un
numero entero.
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Ademds, las propiedades establecidas de los ndmeros enteros son las
siguientes:

a+b=b+a (propiedad conmutiativa de la adicidn),
a+ (b+cy={a+b) +¢ (propiedad asociativa de la adicibén),
a+0=0+4a=a {clemento idéntico de la adicidn).

¢Se cumplen propiedades analogas para los nimeros racionates? S,
desde luego, como vamos a verlo enseguida.

Primero observemos que éstas son propiedades de los nimeros, no de
sus simbolos. En particular, al trater con mds de un némero racional pode-
mos representar todos estos numeros por fracciones que tengan el mismo
dénominador, como ya se vio.

Después, observemos que para establecer estas propiedades, podemos
escoger entre dos métodos, que son los siguientes:

En el primero, procedemos como hicimos en el caso de los nameros
enteros de los principios basicos. Esto se ejemplifica en la figura 30,
en relacién a la ley conmutativa de la adicién de nimeros racionales.

% - 3 = 3
— » e
3 + 3 = ;
— » 3
— » e 5— 2 & —p
0 3 2
Ficura 30

En el segundo método, que es el que seguiremos, establecemos las pro-
predades de la adicién de nimeros racionales aplicando nuesiros conoct-
mientos de las propiedades andlogas de los ndmeros enteros.

VERIFICACION DE LAS PROPIEDADES
DE LOS NUMEROS RACIONALES

1. Propiedad de cerradura de la adicién. Por definicién, para nimeros

L] " a 6 L] L]
racionales cualesguiera ot i (por conveniencia los hemos representado con

fracciones que tienen el mismo denominador, lo que siempre podemos
hacer), tenemos
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a c__a+c
5 b

Ahora bien, a, b y ¢ son niuneros enteros, con b z=0. Por tanto, el
numerador del miembro derecho de esta ecuacién es un nimero entero,
puesto que el sistema de numeros enteros es cerrado con respecto a la
adicién, y también el denominador es un nimero entero, diferente de cero.

Entonces el miembro derecho representa un nimero racional, como se
quiere. Por ejemplo:

a ¢ a+4+c¢
Az + — s
b b b ?
. a ¢+a
e + i
b b b
Pero
- {Propicdad conmutativa de la
BEr TG adicion de nGmeros enteros.)
Por tanto:
¢ 1 A ¢+ a ¢ a
5% D gy

Por ejemplo:

a f¢ d\__a  c+d _a+(c+d)
b+(b+b) Lk 5
a ¢\ d_a+c d_(atc)+d
(b+b 5 5 b b
Pero
(Propiedad asociativa de la adicién
a+(c+d)=(ate)+d de ndmeros enteros.)
Por tanto,
a, fc, d\_a+(c+d) _(a+e)+d _(a_ ¢\ d
S+(b+b) A 5 b+b +b.
Por ejemplo:
L o4 2% .4 db2 L 6 7
g*(g*g)‘%*“?’ 373" 3
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1,4\, 2_1+44 2_5 2_7
(§+§)+3_ 5 %5 3.3 3
Se recordard que la adicién se defini6 Gnicamente respecto de pares

de nimeros racionales; por consiguiente,

& ¢ €
bTHT B

a ¢\, e

(3*5)*3
teniendo en cuenta que los dos primeros nimeros se suman primero, y su
resultado se suma después al tercer nimero, Sin embargo, por la propiedad
asociativa, pueden sumarse antes el segundo y tercer sumandos, y su resul-
tado después se¢ suma al primer sumando. De hecho, cuando también
tomamos en cuenta la propiedad conmutativa, vemos que fa suma puede

efectuarse tomando los sumandos en cualquier orden sin que se altere el
resuitado,

significara

. * . =, ’ a » [
4, Elemento idéntico de la adicidn. Si — es un nimerc racional, y

b
puesto que
-
b
entonces tenemaos
Bl B
b T b b
= a—';—q (definicién de adicidn)
_a (puesto que 0 es el elemento
= .g’ idéntico de la suma, cn el sis-
y de manera semejante tema de los nOGmeros enteros)
a 0  a
0 - -4 =
5 BB
_O+4a
b
-
"

Ahora que completamos la verificacién formal de estas propiedades de los

niimeros racionales, debemos probar que las entendemos, aplicindolas a
distintas situaciones fisicas.
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En la seccién precedente tratamos un ejemplo, un muchache hipotético:
Tomss. Expresamos por medio de nimeros racionales la distancia que
caminé de su casa a la de su amigo, y la que recorrié de alli a la tienda.
¢ Qué empleamos para expresar la distancia total que caminé? Empleamos
un ndmero racional ¢qué propiedad explica esto?

Encontramos que recorrié J de un kildbmetro en total. Recorriendo el

6

: ; > : s,
camino al revés, de la tienda a su casa jcudnto caminé? Nuevamente,g

de un kildometro. Indique la propiedad que ejemplifica lo anterior.
¢Cuanto gasté en total, si primero comprd los dulces, después las ver-
duras y por Gltimo la carne? ;Qué propiedad ejemplificamos?
51 no compré agujetas para los zapatos jcudnto gasté en dulces y
agujetas? ¢Qué propiedad ilustra esto?

Grupo de ejercicios 4

1. Explique cada uno de los pasos en el siguiente calculo.

HEREN
=§+(§+%) b)
=(2+9)+3 o
=;+§ d)
s,
-5 f

2. Obtener la cxpresién mas simple de cada una de las siguientes sumas.

1., 3. D@ 2 S T LR
> i

3. Demuestre {a suma de rR A el eje numérico.

Cuaderno de Matemdticas No, 6 — 4
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4. Empleando cuadrados como figuras unitarias, y dividiéndotas en regio-
nes congruentes con segmentos de recta verticales, como se indica en la
figura 31, demuestre las siguientes propiedades.

1

L] gl A A W —
— S VY bl R A ye— —
. el L g el S e ge—

IFrcura 31

a) Cerradura respecto a la adicién, tomando

LN
G E
o)

-

+
U'.I N

o
g
~t

b) Conmutatividad de la adicién, tomando

¢) Asociatividad de la adicién, tomando (-— +

Al

Gl o
+
"P\\
S E
+
o
\ e

d) El clemento idéntico de la adicién, tomando

(| N S’

L +

WMo G Gl
-

+
(S R )

~e
i o

eion de ni ;

Se recordard que en el cuaderno 2: Numeros e€nteros, se definid
la operacién de sustraccion como la inversa de la operacidn de adicion.
¢Qué indicamos con la expresion 7—3? Considerando en términos de
conjuntos, examinamos un conjunto 4 que tiene siete elementos y un con-
junto B que tiene tres, y buscamos un conjunto C, disjunto respecto a B,
tal que BUC pueda ponerse en correspondencia biunivoca con 4; entonces
el conjunto C debe tener cuatro elementos; asi, escribimos 7—3=4. Con-
siderando ¢n términos de subconjuntos, nos proponemos saber cuil es el
nimero de elementos del conjunto 4 que resultan sin aparcar, cuando
establecemos una correspondencia biunivoca entre los elementos del con-
junto B y los elementos de un subconjunto de 4; nuevamente obtcnemos
7—3=4, Por ultimo, considerando directamente en términos de adicién,
decimos que 7—3 =4 porque 4 es la expresion mas simple del nimero al
que sumandole 3 da 7.
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Todo esto, desde luego, puede demostrarse en el eje numérico, como
vemos en la figura 32.

7
— — >
3 e
. 717=3=mn .
" S - S & — - —
0 1 2 3 4 5 6 7
3+n=7n=4
Ficura 32
; . a ¢ a
Para los nimeros racionales dados, g e donde 7 Mo es menor que
§, definimos la diferencia
L
b d
: e
como el nimero racional ; tal que
¢ g -
7% B

1 8 L »
Nuestro problema es determmar?, de tal manera que la ecuacién anterior
sea verdadera,

Veamos cémo podemos hacerlo, Desde luego, no estamos satisfechos

o e : e
con la expresién 2 B SIN0 que queremos expresar la fraccién como -.
; : : . ; -
¢Co4l es la expresidén fraccionaria, n, para el ndmero racmnalg ——
Puesto que
3 4 344
e
e *30 5
7
""‘_".."'g,
tenemos
s 7 3 4
-8 5 &
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Aprovechando nuestra familiaridad con la sustraccidn de nimeros enteros,
escribimos

7 3 73 4
9 3 5 5
4 .7 » . ’ . 7 3
Entonces, — es la expresion fraccionaria del numero racional 5 5
’ - r - - ’ . 7 3
¢Cual es la expresidon fraccionaria del namero ra(:lonalg — :}? Esto

representa un problema algo diferente al anterior, puesto que los deno-
minadores son diferentes. Sin embargo, recordamos que dos nameros ra-
cionales cualesquiera, siempre pueden representarse mediante fracciones
que tengan el mismo denominador; por lo gue escribimos:

7__28 3_15
5 920 4 20

asi que

e ey YWY il g

b b b

De manera semejante, si aXd no es menor que & X ¢, obtenemos

¢ ¢ _dXa bxc
b d dxb bxd

__flaxXd)—=(bXc)

bXd '

Puesto que (axd)—(bX¢) siempre es un ntmero entero, y bXd

siempre €s un namero natural {recuerde que ni & ni d pueden ser 0), esta
tltima expresién siempre representa a un nlimero racional.

Grupo de ejercicios 5

l. Exprese los siguientes mimeros racionales mediante fracciones que ten-
gan €l mismo denominador.
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8 2 .9 ) 57 1
) Vg ¢ 2975
5 93 9 13 19

2. Efecthe las siguientes sustracciones expresando los nimeros racionales
mediante fracciones que tengan el mismo denominador.

4 1 59 144
4 5% d) % —'3z
43 13 % 21
Y %% ol
33 57 5 4
Y F T g%

Muftieiicac"g’a de gm’ 8L0s 5acionafes

En las secciones anteriores, para explicar el significado de la adicidén
de ntmeros racionales, empleamos ilustraciones que implican cosas como
las figuras unitarias, el eje numérico y las experiencias de la vida diaria
Sin embargo, ninguna de estas ilustraciones ni cualesquiera otras, podrian
mostrarnos lo que significa la suma de dos niimeros racionales, esto nece-
sariamente es cuestibn de definicidn. No obstante, decidimos emplear el
sistema de los niéimeros enteros come modele para determinar la forma
en que debiamos efectuar la suma de dos nfimeros racionales, y en particular
tratamos de obtener una definicién congruente con la definicién de adicién
de nimeros enteros.

Procederemos en la misma forma que en la multiplicacién. Definimos el
producto de dos nGmeros enteros mediante un arreglo. Por ejemplo:

3
2 L L L

el producto 2X3 es el nimero de clementos de un arreglo que tiene dos
renglones y tres columnnas.

También podemos demostrar el producto dos por tres, mediante regiones
unitarias como aparece en la figura 33.
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Ficura 33

Observe que hay dos renglones y tres columnas de regiones unitarias.

La figura 34 a) muestra cada regién unitaria dividida por lineas ver-
ticales, en cuatro regiones congruentes, tres de las cuales estin rayadas.
La figura 34 b) muestra cada regién unitaria dividida por lineas horizon-
tales, en dos regiones congruentes (considerando un eje numérico vertical)
una de ellas rayada.

Ahora, hagamos coincidir estas dos figuras como se muestra en la fi-
gura 34 ¢).

El rayado doble (en formaz de cruz) muestra el conjunto de regiones
congruentes que corresponden al producto -;- X %, asi como la regién de

rayado doble de la figura 33 muestra el producto 2X3=6. Observe que
cada region unitaria se ha dividido en ocho subregiones congruentes, tres

de las cuales tienen rayado doble. Ast que% X % =§‘

De manera semejante, la figura 35 ¢) demuestra el conjunto de regio-
nes congruentes que corresponde aé X —% y VEmOSs que% X ~:2-3—= % La fi-
gura 3D b) demuestra que 2X ;15=—§--, y la figura 35 ¢} demuestra que
341 33
27 F 12

Examinemos estas demostraciones para ver cémo debe definirse el pro-
ducto de dos nimeros racionales cualesquiera.

En la figura 34 ¢) observamos que las lineas que forman las regiones
congruentes dividen al lado vertical de cada region unitaria en dos segmen-

tos congruentes y al lado horizontal en cuatro segmentos congruentes. En-
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Ficura 34

tonces, hay en cada regién unitaria dos renglones y cuatro columnas, y la
region unitaria quedd dividida en 24 o sea 8 regiones congruentes. En
la regidn con doble rayado hay un renglén y tres columnas o sea 1x3

1.3 3 3
rcgiones congruentes, Entonces el producto de — X —= LX > O =, 8€ re-

2 4 2x4° 8
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a) b)

presenta rayando 1X3 de las 2x4 regiones congruentes en las que sc ha
dividido la regién unitaria. De esto obtenemos:

1 3 _ 13
2X4_2><4
_3
=8
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y en la figura 33 tenemos:

Estos ejemplos sugieren la siguiente definicién:

Dados dos nimeros racionales cualesquicra, expresados en
fracciones, el producto de esos numeros racionales se¢ repre-
senta por una fraccidn cuyo numeradorse obtiene mullipli-
cando los numeradores de las fracciones dadas, y cuyo deno-
minador se obtiene multiplicando los denominadores de las
mismas fracciones.

Analizando el siguiente ejemplo, que con facilidad se representa en el
¢je numérico, vemos que esta definicién es légica.

Recuerde que cuando se dcfinié la multiplicacién de nimeros enteros
mediante arregios, se concluyd que esta operacién también puede interpre-
tarsc como una adicién de sumandos iguales. Tenemos

2+242+2=8,
de aqui que escribimos
4% 2=38,
Con ntimeros racionales,

Q.2 2.2 2424242
Gty Tty 3

3] Q0

de lo que por analogia escribimos
2
3

Esto se demuestra en las figuras 36 a) y ).

s 2 ,
Juan bebid 3 de un cuarto de litro de leche en cada una de sus tres
comidas, y la misma cantidad cuando se fue a acostar: ;Cudnto bebi6 cn

total? Observando la figura 36 &) escribimos

|
0| 20

4%
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=, .8
g
Esto puede escribirse como
4.2 __8
178 3

y observamos que 8 es el producto de los numeradores 4 y 2, y tres es el
producto de los denominadores 1 y 3.

i D ;
En su derrotero, Juan camina 2 de kilébmetro en una hora. Con este

; e 1 2
promedio ;cuanto caminard en dos horas?, en 2 hora? en = de hora? La

3
figura 37 @) muestra por medio de flechas las distancias que Juan camina

2
en 1 hora, 2 horas, 1 hora;'% hora y 3 de hora.

) 0 1 2 3 4 5 6 T 8 "
a \.._.T‘Tﬂ L2 7—-
Vo o \f‘j\v
2 2 2 2
4 X2=8
0 1 2 3 4 5 6 7 8
b) TSNS ————e———
4Xt=3%
Froura 36

Las lineas puntcadas se usan para proyectar los extremos de las flechas
sobre el cje numérico en la figura 37 a). Es facil ver que en 2 horas Juan
a e 0 -y » ? 1 "
Eng = de kilémetro. El punto al que llegé en — hora se localiza en

; ; 2 .. 9
medio de los puntos correspondientes a =¥ St cada una de las cuartas
partes de los segmentos unitarios del eje de la figura 37 a) se divide en
dos partes congruentes (esto significa que el intervalo unitario se dividid,
en este caso, en ocho partes congruentes) entonces el punto al que llegd en
media hora es uno de los puntos de divisibn, como se ve en el ¢cje de la
figura 37 b). De hecho, podemos ver que este punto corresponde al ni-

Mero -2-; por io que Juan caminég- de kilémetro en 2 hora.
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sttancxa en 1 hora

IR EEEEE
|

' 1
Distancia en 2 horas _){
b
L] L ] I
Distancia | !
en %+ hora |
|
I
Distancia en % de hora
e e 3
a)
B Distancia en 1 hora 5
0 Y
o 8 >
7 $ A Af
Distancia en
% hora
e »
b)
Distancia en 1 hora
- aw -—--u—u—u—no-u-}
0 'y
OB TP O D T — >
ey 1 iz 15 e ]
Distancia en 4 de hora
s e o o -)
c)

Ficura 37
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¢Qué nimero le corresponde al punto al que llegd en % de hora?

: 9 . 4
Este punto se localiza entre los puntos que corresponden a i F gz el

eje de la figura 37 a). El eje de la figura 37 ¢} muestra que una de las
cuartas partes de los segmentos unitarios del eje de la figura 37 a) se
dividieron en tres partes congruentes (esto significa que en el caso, el inter-
valo unitario quedé dividido en 12 partes congruentes), y vemos que cl

punto al que llegé Juan en % de hora corresponde al numero ;—g; por lo

que Juan camino % de un kilémetro en 2 de hora.

-~

Ahora, por nuestra nocién de lo que debe ser el producto de dos nime-
ros racionales, podemos escribir

= |
|

-] BN
X

()

2

|

=3

N -
X
i | O
[
no
x|
o

N Copen
X
o

L3t N
X
o | <
I
0o

= Xl
o+

Entonces vemos que €l nimero de kildmetros que Juan camind en 2 horas,

] 2
en ihora, o eflz de hora puede expresarse como producto.

- * - * - 5
Estamos acostumbrados a decir, por ejemple, que si Juan camina 7 de
vy 1 ' ’ . -I- 5
kildmetro ¢n una hora, entonces en -2-hora caminara la mitad, o 5 de oy

de kilémetro, que es igual a % de kilémetro.
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Entonces podemos escribir

g .

— de — =—

24 38
para expresar lo mismo que

L, B8

274 @
De manera semejante

2 gl

397 12
es otra mancra de decir que

o 0

P it —JiEisis

3 4 |2

Algunas veces parece mas natural decir “veces” cuando hablamos acer-
ca del producto de nlmeros racionales, y algunas veces parece mas natural
decir “de”, pero en ambos casos expresamos la misma cosa.

Con lo anterior comprendemos lo que es el producto de dos nimeros
racionales. Por ecjemplo:

B

X
X

|
\

O o
N

o
on

£
15°

R
—

También hemos visto que esta idea se confirma por la representacién de
los productos en el eje numérico y que es coherente con resultados que se
obtienen en la multiplicacién de nimeros enteros (el producto de 3 y 5

: . y A T
cuando se consideran como nimeros racionales es 7 X i T e 15).
Por tanto, adoptamos la siguiente definicién:

. a c r . -
Si > Y o X dos niimeros racionales cualesquiera, su producto se
¢

deline como

axc

S
o
X
o

{8
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Crupo de ejercicios 6

1. Escriba una proposicién numérica que exprese el 4rea rayada en cada
una de las siguientes regiones unitarias.

7 ]
]
I
|
] 1
a)
1 |
|
l
l
|
0 1 2

c)

2. Empleando subregiones congruentes, de regiones unitarias, ejemplifique
la multiplicacidn de los siguientes niimeros racionales,

o Ix? 52yl o B B
3. Aprovechen los ejes numéricos trazados a continuacién para ejemplifi-
car a)éxgg b)%x%.
o T ——
U S S S S——— >

b o 3+ 3 1 ¢ $ 2
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4. Representar cada uno de los siguientes productos en un eje numérico.

| . B 3.8
#l g %p P13 %5 V5% %

Propiedades de

En el cuaderno 2, Numeros enteros, se explicaron las siguientes pro-
piedades de la multiplicacién de os nlimeros enteros, a, b, ¢, ...,

axXb es un namero entero {Propiedad de cerradura de
la multiplicacién)

axb=bXa (Propiedad conmutativa de
la multiplicacién)

aX (bxc) ={axd) Xe¢ (Propiedad asociativa de la
multiplicacién)

aXl=1xa=q {Elemento idéntico de la
multiplicacién)

axX (b+e¢)=(axb)+(axe) (Propiedad distributiva de
la multiplicacién sobre la
adicién)

También se dijo que @ (¢l elemento idéntico de la adicion) tiene una
propiedad especial con respecto a la multiplicacidn de niimeros enteros:

ax0=0xa=0.

Ahora emplearemos las propiedades de los nimeros enteros ya cono-
cidas para comprobar que se cumpien también respecto a los niimeros ra-

cionales.

1. Propiedad de cerradura de la multiplicacién. Por definicién, en

ey - . a (4
relacién a dos niimeros racionales cualesquiera 7Y tenemos

¢ __axc

b X d bxd

Ahora, por la propiedad de cerradura de Ia multiplicaciéon de ndimeros en-
teros aX¢ y bXd son numeros enteros. Ademads, ya que b0, y d %0,
axXe¢
bXd

tenemos X d 0. En consecuencia, como se esperaba representa

un numero racional.

2. Propiedad conmutativa de la multiplicacion. Por definicién, tenemos

_¢Xa

aXe & a
b dxb'

= g
bxd d
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Pero por la propiedad conmutativa de la multiplicacién de nimeros en-
teros tenemos que aXc=cXa y bxXd=dx b, por tanto

a ¢ __aXe __cXa
5" a bxd dxb }?X 3
3. Propiedad asociativa de la multiplicacién. Ahora vcamos nuestra
capacidad para determinar los pasos de la siguiente prueba:
a c € cXe
b x(;}-x?)_ *ax
ax (cXe)
T bX (dX])
— (aXc) Xe
(bxd) Xf
axce e
bxd

(5]
3P

4, Elemento idéntico de la multiplicacion.

Exlmfxl a uu=:]=l
2 5 71 U9 1
axl (definicién de la multiplicacién
T hx1 de niimeros racionales)
g & (puesto que a y & son niimeros enteras,
b aXl=a, y bxl=b).

De manera semejante puede mostrarse que

a a
S E R
5. Propiedad distributiva de la multiplicacidn sobre la adicion. Com-
pruébense todos los pasos de la siguiente deduccion:
€ a . c+¢
E & (d+2) R
_aX(cte]
bxd
- daxe) Hlexe)
- bxd

ol (a){c + axXe
T \bxd/) \bxd

.._..‘ix.:’i_*.(fxf.)
TXET )TN T
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Observe como resulta ventajoso representar los numeros racionales por
fracciones de igual denominador en la demostracién de la validez de la
ley distributiva.

6. Multiplicacion por cero.

a g .. 0 0
5 K 0= g)( 1 (yd que O= T)
a0 {(definicién de la multiplicacion

% 1 de ndmeros racionales)

O o

=0. {pucsto que @ es un nimero entero, ¢ X 0=0)
Del mismo modo podemos demostrar que

a
UX ==
XbO

En nucstros cilculos de la vida diaria empleamos estas propiedades de
la multiplicacién de nimeros racionales, como las propiedades de la
adiciéon de los mismos nimeros; pero habitualmente es dificil darse cuenta
de que en realidad esto debe hacerse asi. Entonces, por ejemplo, de ordi-
nario escribimos

% X é X ;’- para significar (% X 2) X?

porque este triple producto debe tencr un significado {pues la multipli-
cacién basicamente s¢ define como una operacion con sélo dos nimeros),
pero por la ley asociativa de Ia multiplicacién obtenemos el mismo resultado
s1 el significado del primer producto lo tomamos como;

a € €
zx(zx?)’

por lo que ordinariamente omifimos el paréntesis.
Ademas dc las seis propiedades vistas aqui, los nmercs racionalcs tienen
una propiedad adicional, que no tienen los nimeros enteros.

Pfogiedades del mu!ﬁeﬁcgﬁzo mﬁﬁg

de fos ngmeros racionales
R P Py A S S

Observe cada uno de los siguientes productos,

5 7 5%7 4 9 4x9 4 1 _4x1
“)?X5“?><5 5)9X41"9><4 "]1X4 1% 4
=1 —1 — 1

Cuaderno de Matemaiicas No. 6 — 5
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En cada caso el producte de los factores es 1. ¢Por qué? Cuando los nu-

meradores de las fracciones ‘; y —:Z; se multiplican, el producto es 3X7 vy

cuando se muitiplican los denominadores de estas fracciones ci producto
es 7XJ. Pero por la propiedad conmutativa de la multiplicacién 5X 7=

5 7
7%5, y por tanto tenemos x5 =L

Si el producto de dos nimeros es 1, cada nimero se llama reciproco

- . . . 5 r
o multiplicative inverso del otro némero. Entonces 5 e el reciproco de

Z i 3 5 4 , 9 9 . 4
—, ¥ = es el reciproco de —; -~ ¢s ¢l reciproco de —, y — es el reciproco de -;
<R 72 4 " 4

. 1 1 ‘

4 es el reciproco de Rk ¢l reciproco de 4.

A cualguier ntmere racional, excepto 0, corresponde otro niimero
racional, tal que el producto de ambos da 1. Entonces, cada uno de estos
nimeros se llama el reciproco o multiplicativo inverso del otro.

Los nimeros 0 y 1 tienen propicdades especiales en la matematica.

Una de estas propiedades es que, para cualquier namero n,
Oxn=0.

Puesto que no hay nimero racional n tal que O0Xn=1; el nimero 0 no
tiene reciproco.,
Observe ademis que
1521 =1.

El nimero 1 es el dnico nimcro racional no negativo que es su propio
multiplicativo inverso. También es el Gnico nimero entero cuyo multi-
plicativo inverso es ademas un nimero cntero.

La propiedad del reciproco, también llamada del multiplicativo inverso,
es una propicdad que no poscen los nameros enteros, pero si la poseen
los nluneros racionales. Todo nimero racional, excepto 0, tiene un reci-
proco que también es un niimero racional. Entonces, para todo namero
racional a, a =%~ 0, existe otro numero racional & tal que

aX b=1.
Grupo de ejercicios 7

1. Para cada proposicidén numérica, encuentre €l nimero n de tal manera
que se satisfaga la proposicion
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a) g-)(nml d) 1Xn=1
7 L T (AW
b) EXn:l e) 5)((3>(2) =n
B.. 7% 3
£) 4Xn=1 f) nX (‘:}X*)-ﬁﬁ

. Obtenga los reciprocos de los siguientes niimeros:

a)% d) 1
b)g- e) 6
o) 3 N3

. A continuacién se dan algunas proposiciones de divisién. Para cada una
de ellas escriba una proposicidn de multiplicacién que exprese Ia misma
relacién.

Ejemplo: 35-+n=7

nX7=235
- _—--
a) 36+-n=3 d) 7= E=F
b) 24+-8=mn e) 1=1l=n
&k Yimn=117

. Para cada proposicién de multiplicacién de las que se dan a continuacién,
obtenga dos proposiciones de divisibn que expresen la misma relacién:

Ejemplo: g—ngl
a) gxgml ¢) %Xl;?-:l
b)?x%:l d)%—l-x%_—:
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5. Complete la siguiente secuencia de proposiciones equivalentes:

3 2
4 Sy
4 (3 2
a) 'é‘)( an)— )(g
4 3 2
b) (ng) W= X g
¢) Xn= Xg
- 5
a .
d) n= X =0

6. Complete cada una de las siguientes proposiciones

3.3 .
7 T
a) n¥X _?_
4
5
b)Y nxl=nX (—7->< 3
5 . , ;
¢) (n)( 7 ... m_=z 74 (el mismo niimero en ambos espacios)
d) axl= X
8) N =
5 3
Vg ¥ 77—

7. Complete cada proposicion de manera que sca cquivalente a la propo-
sicion dada
8 16

—_—— = —

5 s 1
a) n¥X “53—
=l

16 8
b) (?z)f{ E) X = 5 X

¢) n}(i-_—%

(el mismo nimero en ambos espacios)

X

8
d) ?I——gx
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€)
f)

I

4
. ——y

7
8 i6
g9 1D

Division de numeros racionales
I S A T R

Asi como la operacion de restar es la inversa de la operacién de sumar
la operacion de dividir es la inversa de la operacién de multiplicar. En el
cuaderno 2: Numeros éenteros, dijimos que 6 dividido entre 3 es igual
a 2 porgue 3 veces 2 es 6:

6+-3=2 porque 3X2=6.

Ademis se dijo que en el sistema de nimeros cnteros algunos pares de
niimeros no tenian como cociente otro numero cntero. Por lo que, vimos
que cn cl sistema de nameros enteros la division 203 es imposible; esto
¢s, no hay ningin ntmero entero n tal que

Ixn=20.

En el sisterna de ios nimeros racionales, se define nuevamente a la
operacién de divisibn como la inversa de la operacién de multiplicacién.

.. 2 T A e  Dnoift .
Entonces la ecuacidén — + == —;significa ; = = X - de manera mas gene-
5 6 if 3 6 f
- 4y - « =y a C e ' - Ay
ral la proposicién de divisidon i —;,=? significa
¢

a8

—==X -,

o di

Como veremos en el sistema de los nGmeros racionales, la divisién (excepto
entre 0} siempre es posible.

Eun cuanto a la definicién de dividir nimeros racionales ¢s bisica la

nocién de reciprocos. Recuerde que dos nimeros racionales son reciprocos,

; . 1 4.2

cada uno del otro, si su producto es 1. Por ejemplo, 2 y BL b ¥, %5 3

1 R
son pares reciprocos, ya que 2X —=1, IXl=1,y = X

- =1. En gecneral,
2 258 2
. & # ; i ‘
numeros racionales g donde ni ¢ nmi d son O, son reciprocos cada uno
(. .
del otro, va que
2 d__exd _exd _1
4776 TdRe eXd T
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3 2

Ahora consideremos la divisién i+ 5 Suponiendo gue hay un nimero
racional n tal que ‘% - § =n jcoémo podemos obtener n?
Recuerde que % = «?}- =7 significa que:
2 o
5 Xn= 3
.- B lad . o 2
El reciproco de 5 e85 porque 5 Xz = 1. Multiplicando tanto § Xncomo

9
7 PO 3 obtenemos

2

L - 3
5 o ¥ (propiedad asociativa de la mul-
(2 & 5) I 2x4-’ tiplicacion)
56,23 a2
| = - SR e
Xn 2X4’ (2><5 1)
%3 o i i
lxn-—-m, {definicién de la multiplicacién)
15 ox3 15
= (IX”‘”2><4"“8)

Hasta aqui hemos demostrado que si hay un namero racional n tal que

553 15 15
%+%=n entonces n = 2};4= g ¢ Podemos demostrar que g el resultado
L s
correcto? Esto es, ¢podemos demostrar que TSX?«——E? Por 1a definicidon
de la multiplicacién de nimeros racionales
2 » 15  2%15
I T
30
=5
i
=7
Por tanto, solamente hay un nimero racional n de modo que satisfaga

=n dicho nimero es 1—;

J .
475
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15

Si se observan los pasos, de atrds hacia adelante, se veri que B 86
: e 0 S ; 2
cbtuvo mediante la multiplicacién de 3 POr 55 que es el rectproco de 5 Y
puede escribirse entonces.
2 —_ g — ?. ) o 2
4 5 472
C¢ o s 5 ; s
¢ Como podria interpretarse Z 5 en el eje numérico? Esto es ;pode-
. . a g% 9
mos encontrar un nimero racional 7 tal gue gx ;=g empleando la recta

numdérica ?

: . ; 3 2 . .
Si se localizan los puntos correspondientes a zY5en el eje numérico,

véase la figura 38 a), cs evidente que necesitamos un conjunto de subin-
tervalos tales que los puntos de separacién incluyan los puntos corres-

pondicntes a % y %

1
—_ re—————
a) | " g I : I £ { >
0
; ¢
%
0 1 X% IX3% 2 1
o —_— e >
R B L e o
— > »
£ 3
Ficura 38

Esto puede lograrse dividiendo el eje en segmentos unitarios (partiendo
de O y continuando con la serie tanto como se necesite) en 20 partes con-
gruentes, véase la figura 38 ). La recta b) sugiere que

3_15 2

=g
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a ¢ ; ;
Ahora dados 7 ¥ 3 que son cdos numeros racionales cualesquicra vy
(
c [] - - - -,
Z# 0 (esto s'gnifica que ¢ 7= 0} . De la misma manera que la que se cmpied
ara la divisidbn de 2y 2 uede demostrars 1¢ hay exactamente un
P 4 L 5 p 3 ’ c n,e ql - y 3 =
. : x
namero racional — tal que
Y
a . & =&
5 “d Ty
que puede expresarse como:
Hieonld

b
L
Entonces, tenemos para ese caso general

A N W

L

8T d 8T

Entonces, dividir entre un nimero racional (diferente de 0) da el mwsmo
resultado que multiplicar 'por su recifiroco.

En el sistcma de los racionales, puede verse que la division entre 0 cs

imposible, si tomamos en cuenta que son validas las mismas razoncs por

las quc es imposible en el sistema de los nmeros cnteros. Por e¢jemplo:

3

. ’ 3 » ’
implica que Ox?zzzg puesto que el producto de 0 por cualquier ninero

: ; ; 3
racional es 0, no existe un niimero racional n tal que OXzn= Sys g chlEonsc:

F

3
J

cuencia no hay ningiin nimero racional n tal que — +0=n.

f.as fracciones como simbolos de fa division
w

Mientras que la division de 20 entre 3 es imposible en €l sistema de los
numeros enteros, el namero racional 20 dividido entre el nimero racional
3 da por resultado un mitmero racional. De la definicién de division de
nameros racionales, advertimos claramente que el resultado de dividir
cualquier namero racional entre otro del mismo sistema, excepto cero,
¢s un namero racional. Por esta delinicién tencmos,
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20 3
20-:-3——1—-.—1
Do 1

o e

_ 20x1
T 13
_ 2

3

En forma general, si p cs cualquier nimero entero y g cs cualquier
numero entero diferente de cero, entonces

gy
Beg=55
L
bk
_ pXi
1Xg
)
3
Entonces, si p y ¢ son nimeros enteros ¢ 7% 0, p~+g¢q yg son expresiones del

. 4 - - L] - L 3
mismo nuumero racional. Esto significa que una fraccién tal Como e 5 por
ejemplo, no sblo puede considerarse como expresion de un namero racio-
nal, sino como cociente de nineros enteros; en este caso 3-+4. Puede, en-
tonces, decirse “el nimero racional 7+5" en lugar de *el nfimero racional
ey : . ; 3 s 57
= 7. ¢ Qué podemos decir acerca del cociente, — =+ 5 ¢ Podemos escribirlo
D 3
de la mancra siguiente?

w-&-]w|m

Recuerde que las fracciones, empleadas aqui, son expresiones de la forma

;p, donde p y g representan numeros enteros, en que ¢ %= 0. Suponga que

ampliamos nuestro concepto de fracciéon para considerar cxpresiones tales
3 a

b —

COMOo % Yy, en general _é. donde 55450, e5£0y d5£0.
P

7 d
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) T :
Estas nuevas fracciones de la forma - donde el numerador r es un ni-
$

mero racional y el denominador s es un nimero racional diferente de cero,
Jtendran las mismas propiedades de las fracciones que hemos manejado?

La respuesta a la pregunta anterior es si; aplicando las mismas reglas

aprendidas para trabajar con fracciones tales como -g y ? podemos ope-

3
. 2 d . .
rar con estas nuevas fracciones tales como 3 y —. Por medio de ejemplos
5

se prueba que los siguientes enunciados son verdaderos.

mxr r donde m, r y s son nimeros racionales
) mxs s conm #=0ys #0.
b) a 5 ¢ _axXe donde ¢, b, ¢ y d som nlimeros racionales
b d bxd con b ¥ 0, d F= (.
Para comprobar el enunciade a), veamos que
3.2 2
3°5 5
Sl B
2vE A
Por la definicién de multiplicacion y la de divisién de niimeros racionales
;- 6
AL 10
3.5 9
277 B
b 9
10 8
6 _ 8
BT
__ 48
790
_ 48-+6
T 90+6
B
=
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-P»Im[t.nlw
il
[N
l
SN

e
573

e B
15

Por tanto, hemos demostrado lo que se deseaba.
Con las expresiones que siguen comprobemos que el enunciado b)

X

X

Np=—| Ll o
N =[O N
| Lo ~rl o

o] e ~af >

es verdadero. Lo que podremos demostrar después de obtenerse las ex-

2 4 2.4
T

; £ g e T
presiones mas simples de lxg y,,l, 3
2 & 2 5
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Para la segunda expresion tenemos

SR &)

|

] oo 1]

No| »=

Por lo antcerior vemos que realmente hay igualdad.

También es posible demostrar que los otros procedimientos, empleados
para trabajar con namcros racionales cxpresados por fracciones, cuyo nu-
merador y denominador son ndmeros enteros, pueden emplearse cuando
las fracciones tienen nimeros racionales como numerador y denominador.

El enunciado a) demostrado en la pagina 74 a veces se emplea como

base de¢ otro procedimicnto para obtener el cociente de dos néuneros racio-

nales. Por ejemplo:

X

X

2 2o 5] es] 2 oo

X
| g

I
s
we

|

|
& N

- 63

3
3,
4
B 8
?2—8 i
g
-
3
:
2
B0
40
et
24’

3
il



2

S #

LAS FRACCIONES COMQC SIMBOLOS DE LA DIVISION 77

Grupo de ejercicios 8

Demuestre que -172-3‘-%:-17—3)(% llenando los espacios blancos con los na-
meros apropiados
. 2
. B
15 2
7z?3)( g
15 2 : 7 :
a) =X =|\nX 3] X% (el mismo nimero en ambos espacios)
15 2 : , ;
b) = X =nX {3 X (los mismos niimeros que el anterior)
15
6) —7" X =ﬂ><i
d) -17—5 N =n
i 1 P
) F——= g T 8

Empleando el mcétodo para dividir ndmeros racionales, demuestre que
cada uno de los siguientes enunciados es verdadero.

15 2 586

15+-8= — : 586450 = ——

a) 3 ¢ 258 50 50
N . s S B
b) 3+10= = d) 2+3= %

. Complete cada enunciado de tal manera que se obtenga una proposicion

verdadera.

@) Una propiedad de los niimeros racionales, que no tienen los name-

ros enteros, es que todo nlimero racional (excepto e ). HiENEN
un

&) El producto de un ndmero racional no negativo y su
€5 3

¢) El vinico nimero racional no negativo que ¢s su propio
es




78 NUMEROS RACIONALES

21
i Bedh. o8 40 T
4. Encuentre la expresién mas simple para 5 empleando los siguientes
métodos: 60
a) Por el proceso de divisién para obtener L - E){
40 ~ 60
a a
m X 7 B
b) Por la propiedad e (Cuando m=120.)
-

Sumario

Un ntimero racional es una abstraccion (como io es un nimero entero},
que puede considerarse como la divisién de una regién unitaria en un
nitmero natural de subregiones congruentes de las que se toma un numero
entero. También pueden emplearse como medios de ilustracién en lugar
de regiones unitarias las siguientes: un intervalo unitario en el eje numérico,
dividido en subintervalos congruentes, o un conjunto de objetos descritos,
agrupados en subconjuntos equivalentes.

L a I L
Una fraccibn, 5 donde b representa el nimero de subregiones con-

gruentes (o subintervalos congruentes, o subconjuntos equivalentes) y donde
a representa el nimero total de subregiones, subintervalos o subconjuntos
considerados, es un numeral que expresa un nimero racional. El nimero
a es el numerador de la fraccidn, y el nGmero & es el denominador de la
misma.

Un nimero racional puede expresarse mediante un niimero infinito de
mXa a

—

mxb b
en donde m es un namero natural. En consecuencia, dos ntimeros racio-
nales cualesquiera siempre pueden expresarse mediante fracciones que
tengan el denominador comun.

Los nimeros racionales estan ordenados (o sea, ¢l conjunto de los ni:-
meros racionales es un conjunto ordenado). Para dos niimeros racionales

fracciones (llamadas fracciones equivalentes) debido a que:

. a c ” L] ] L]
CU&[CS(}UI&!‘&E y 5, se cumple una y sblo una de las siguicntes relaciones
a ¢ (¢ (4 a ¢
bl & S : % Mol
5 <@ 2 ¥ BER
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siempre que
axd<bxe, aeXd=bXe, 6 axd>bXe.

respectivamente,

Puede considerarse el conjunto de niimeros enteros como un subcon-
junto propio del conjunto de los niimeros racionales.

También se definieron las operaciones con nGmeros racionales de la
siguiente manera:

a ¢ __a+c¢

T R

a ¢ ;= .,

T 3 , 8l ¢ no es mayor que &,

Exf-:axc’

b d bxd

a ¢ a_ g

5TaTE Y

Las definiciones para adicién y sustraccién

§+£=ad+be
b d bd
a_g___ad—bc
b d  bd ’

st be no es mayor que ad.

Ademas se definié la sustraccién y la divisién como las operaciones
inversas de la adicién y de la multiplicacién respectivamente. Las opera-
ciones con niimeros racionales tienen las mismas propiedades que las ope-
raciones con nimercs enteros.

El conjunto de los niumeros racionales es cerrado respecto a la divisidn
(excepto la divisién entre cero), cosa que no es cierta en el conjunto de
los nimeros enteros.

# v a .y ”
El simbolo de fracctones 5 puede emplearse también, como simbolo para

la divisién ¢+ b (sicndo a y & niimeros enteros & % 0). De manera seme-

e

) b ) 2 a .t

jante~ -, puede emplearse como simbolo propio de 7 -+ 7;; ¥ €n este €aso
d

cumplen también las leyes para ejecutar cilculos mediante fracciones. Ade-
mds, ya que el conjunto de los racionales es cerrado con respecto a la
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divisidén, entonces— (donde b, ¢, d £ 0) es una expresion para un namere

alo [ein

racional.

RESPUESTAS A LOS GRUPOS DE EJERCICIOS

Grupo de ejercicios 1

1, ay (1,8) ¢) (4, 3)
b) (3, 4) d) (5, 16)

2. a) (4, 5) ) (2, 3)
b) (1, 4) d) (11; 16)

3. @) Cada segmento unitario del eje numérico se divide en sicte segmen-

0 . a L]
tos congruentes; - corresponde al extremo izquierde del primer scg-

7
mento unitario. Esto significa que se¢ esti considerando (se csté
tomando) un conjunto de segmentos congruentes con ningin seg-
mento congruente.

b) Una regién unitaria se divide en nueve subregiones congruentes, y
se toman cinco de estas subregiones,

¢) Es imposible que si se tienen O objetos discretos, se consideren 9
de ellos.

4,

® o 9| |® o o ® o @ e o o & 8 o
!ooo'ooo o o © * o0 e 00 e & ©
m s 1
s a0 * o o]
55 laxal feas
16_3_
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5.
3
2 s :]l. g + >
I
b
I
:a o 3 ——a- © o < = o < r o & —® >
R EEEEEEEEEE Y.
f
I
.l,_._o_._..e..-.o_o—o >—O0— 6 — B ~ G —H—C— B 0O P >
o4 2 3 4 g_ 8 % 8 y$ 2 %1.12_1'1_15.15 lgf‘l?xgﬁjg!zzg‘ielzzz_ggﬁg
Grupo de ejercicios 2

2 4

3 =5

a) 2 by Si ¢) Si

. >

a) 5+7 b) 737 ¢) 7 d)$

1_2'2 ¢x3 _ 3

52 4%13 13

0. $KIC 3

150 " 1310 13

S =3

13 1

Crupo de ejercicios 3

: 28 28%4 112
. Ejempl 28 _
IR =% g ok 5A

30 _30x3_ 90

Cuaderno de Matemidticas No. 6 — &
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3.

=

17 17x19 323
20 20x19  20%109

15 15%20 300
197 19%20~ 19x20

17 15
20° 19

4.

9
3
8
i
9

I3

_ 9x11 99

T13%11 11%13
_ 8X13 104

_11><13_11><13
s

L

Grupo de ejercicios 4

a) Propiedad asociativa de la adicién.
b) Propiedad conmutativa de la adicidn.
¢) Propiedad asociativa de la adicién.
d) Definicién de adicién de nimeros racionales.

e) Fracciones equivalentes,

f} Definicién de adicién de nlmeros racionales.

1 5 1 5 6 6 18 14 35 6 55
a) §+§+5+§+7=§+5+7=2+5F21 7+7 5-—-—7—,-
o o4 8§ . ] 6 4 4 10 20 4 34
il gt e gty tieteti e o F e
E + %
- >
e S e L o S e . Ny "W—y P " S """ S—— —
¥ b & § & § 8 % 0§ % A 4 4@ 43 3p 13 ae
> » 1+ ¢ =
EEE T ESEDEERE
I!"'lnll P iy L]
FEEe P TSR 1N
|| RN
| I AESSSEE N
| | | kL 12300 E
OI l llll__) I" Illl
lél:;) 2 0 1
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" 2
v
\ 4

t+ @3+t H=t+t=%

i

= T SSSE——— R
— S vy e ey TEEEEE I E—
——

f
|
]

S R P

. N IR e g ——— P

NS
+
13

et e

d)

P S A A W bt ey il Ay

. B Mg s e W TEE SN S—

Grupo de ejercicios 5

5 9 8 10 0 50 35 44
' 122 12 7 12 50’ 20’ 20
15 23 54 26 19
by = =
) 51 51 9) 12 49’ 42
2 4_8 P 33 132
?"6 5 = 20
3 57 57
275 B
2 7215
6 50~ 4
43 179 59 295
T 56 d} =3z
1391 144 144
& 56 35 %5

81 L]
56 33
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s S8R

It l

W I+ < pn |

Grupo de ejercicios 6

o2 O

i

i ol (o

ol ol {

o [ S

I

o B Kol

= 1O

L2

|

SrRlTy)

ol

| _
= T
S S IR

y 3
] j TP
a5 T % 5
R S
A

e2ga

ey

._..-ﬁf

2

&l

X 4

kn

3
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4,
I X§=1 1 Xi=1%
A A :
N SRS s, R = ;
o + §F & £ 1 4 g
IXE="5
- —per -G -3 s o e
0 T i f 1
i3 o ;
§ X % %X];':%"G
° o “A- o _:"'\r‘ — Jt 'j—-::f—-f—-ﬂk oo Q)
¢ ¥ 3 & & F B %L & A Y
Grupo de ejercicios 7
6 13 t 3 3 |
l a)g b)-;l- c)z dl 1 e)-5- f}—g
6 3 S 1 2
2 “)3 b) 7 c}‘—{ d) 1 e)-é- f)g .
3.9
3. a) nX3=36 d)g‘)(g:ﬂ
b) 8Xn=24 6) 1l X =
¢) nxll=17 [l 2%3=n
2 3 3 2 i8 7 7 18
1} — = TTN e 1---—=-- —_— — W ———
Al b g =g 9l geyy g
.3 16 16_?_»_ . 8 ] 41 9
o AE e 1“3__16 ) e by
. 4 .2 4 2
4.2 4 2 8
f’ _X""' d — e — O e—
)33 J = g R i
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15 3 2 3
‘ )—7"<§'-(“><§)><§
15 3 2 3
et S, S e
bg ®5=r (3 2)
15 3
6’)-5-)'( Ewnxl
15 8
15 1
T8
15%1
1 %8
=~ 13
8
3 10
s do
= 1790
_ 3]
T 1x10
3

2586 450
e oL
_ 2586 1
~~1 *%50
_ 2586%1
T 1x450

_ 2586
450

¢) 2586-:-450=

|

N w={N) =[N

L
—
-

d) 2+3

i

X
D | | O3

X

lll

X
w3

11

WINS =
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3. a) cero, reciproco b} reciproco, uno ¢) reciproco, uno
5 21-__13:21 60 21 120 21
© % 30760 40713 py B L0
13 120 13
221)(6‘3 60 1 XGO
40 13
12021
=21>( 3 %20 1 x40
2 x20x 13 =120><13
_21x3 kel
2 x13 35 40% 21
63 - [ x40
=% 2x60x13
1 %60
~3x2l
2% 13
__63

26
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